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Ao Professor de Calculo | ou Introducédo ao Célculo

Professor, este material apresenta uma proposta de trabalho com as imagens e
definicBes conceituais de Limites e Continuidade para disciplinas de Calculo | ou
Introducéo ao Calculo em cursos de Licenciatura em Matematica ou outros cursos da area
de Ciéncias Exatas.

A proposta inclui atividades relacionadas a conteddos de Limites e Continuidade

trabalhados em Calculo:

Atividade 1) Limites;

Atividade 2) Continuidade.

As atividades aqui apresentadas foram desenvolvidas com alunos de duas turmas da
disciplina “Introducdo ao Calculo” dos cursos de Licenciatura em Matematica e
Bacharelado em Estatistica da Universidade Federal de Ouro Preto e objetivaram
investigar as imagens e definigdes conceituais manifestadas nos processos de ensino e
aprendizagem de Limites e Continuidade.

Também cabe ressaltar que o presente Produto Educacional é fruto da nossa
Dissertacdo defendida junto ao Mestrado Profissional em Educacdo Matematica do
programa de pés-graduacdo da Universidade Federal de Ouro Preto, intitulada “Discutindo
algumas relacdes possiveis entre intuicdo e rigor e entre imagem conceitual e definicdo
conceitual no ensino de Limites e Continuidade em Calculo 1”.

Esperamos que esse material contribua para a sua pratica pedagogica e, de modo

geral, para uma reflexdo sobre o ensino de Célculo I.

Osvaldo Abreu — agosto 2011
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1. Iniciando uma discussao sobre o ensino de Calculo

H& muito que se pesquisar no ensino de Calculo. Principalmente quando
consideramos que na grande maioria das salas de aula o “fazer pedagogico” esta,
normalmente, direcionado a uma abordagem livresca e centrado no professor cuja funcéo é
unicamente transmitir conhecimento a partir de reproducdo / memorizacdo seguido de
repeticdo a exaustdo de exemplos.

A disciplina de Célculo Diferencial e Integral I, doravante denominada apenas
Célculo I, esta presente no curriculo das Engenharias em suas diversas modalidades e nas
Licenciaturas em Matematica, Fisica e Quimica. O Calculo | assume um papel
fundamental dentro do ensino de Matematica Superior com inser¢do ainda nas ciéncias
bioldgicas, com disciplinas de introducdo ao Calculo Diferencial e Integral, e nas ciéncias
econdmicas e sociais, com disciplinas de Célculo Aplicado.

O ensino de Calculo tem sido tema de importantes trabalhos. Tradicionalmente
ligado a um elevado nuimero de reprovacgdes, tem despertado o interesse de diversos
pesquisadores. Frescki e Pigatto (2009, p. 911) citam a contribuicdo de diversos autores
que se concentraram nas dificuldades envolvendo o ensino e a aprendizagem do Calculo,
tais como Cury (2005), Flemming e Luz (1999), Nascimento (2002), Soares e Sauer (2004),
Barbosa (2004), 0s quais apontam problemas que vém se acumulando desde o ensino basico

até culminarem no ensino superior:

Estes problemas, conforme os pesquisadores supracitados, resultam da
forma como os conteldos de Matematica sdo estudados nos ensinos
fundamental e médio, com muitos “macetes” e férmulas decoradas, sem
compreensdo dos conceitos basicos.

De quem ¢ a culpa? Do sistema? Do professor? Do aluno? Dos livros didaticos?
N&do queremos aqui apontar quem é ou ndo o culpado, mas sim afirmar que a
responsabilidade de mudar esse quadro que ai se encontra é, de fato, de todos que de
alguma forma estéo envolvidos nesses processos de ensino e de aprendizagem.

Também parece ndo haver um consenso sobre como significar, de maneira
satisfatoria, um numero reconhecidamente elevado de reprovagdes nas disciplinas de
Célculo. A abordagem didatica tradicional de alguns professores (“bindmio quadro-giz”)
ou até mesmo uma preparagdo inadequada do aluno no Ensino Meédio sdo temas

recorrentes nessas explicagoes.



Em nossa concepcdo, qualquer uma dessas explicagdes, quando consideradas
isoladamente, pode ser uma tentativa de reduzir a uma causa Unica um problema que pode
e eventualmente tem, mdaltiplas explicacbes. Seria simples, ou até mesmo simplorio,
avaliarmos segundo apenas uma Unica perspectiva. O aspecto algoritmico e repetitivo do
ensino de Célculo também aparece na conclusdo de alguns destes estudos. Segundo Frota
(2001, p. 91):

Parece haver consenso que o0 ensino da Matematica precisa libertar-se das
amarras de um ensino passo a passo, que conduz a aprendizagem de
procedimentos e ndo incentiva ao conhecimento matematico relacional
que leva ao individuo a estabelecer, sempre mais, novas conexdes entre
0s Varios conceitos estudados.

Sobre esse aspecto, acreditamos que a repeticdo a exaustdo de um exercicio (ou um
grupo deles) pode ser de pouca ajuda no desenvolvimento das habilidades do estudante;
principalmente se esse procedimento estiver dissociado de algum contexto que seja
significativo para o aluno.

Ainda em relacdo ao procedimento, temos a contribuicdo de Barufi (1999, p. 162):

A fim de minimizar o insucesso na construgdo do conhecimento
significativo, a saida, muitas vezes adotada, € a de privilegiar a aplicacdo
do célculo, apresentando um grande nimero de problemas e exercicios,
muitas vezes repetitivos, onde o aluno acaba memorizando, de alguma
forma, processos de resolugdo. Nesse sentido, reduz-se a ideia, 0
conceito, ao algoritmo e sobra aquela eterna pergunta dos estudantes, ndo
respondida e “odiada” pelos professores: Pra que serve isto?

Ainda preocupada com a questdo do aspecto procedimental em detrimento do
aspecto significativo da atividade, e focando em uma das maultiplas interpretacGes para o

conceito de derivada, Meyer (2003, p. 4) destaca:

Tenho observado que muitos de nossos alunos, apds cursarem a disciplina
Célculo 1, sdo capazes de determinar a funcdo derivada de diversas
funcdes, utilizando-se de regras e procedimentos algébricos, ou mesmo,
de reproduzir a definicho formal da derivada de uma funcdo. Mas,
freqlientemente, produzem significados para este conceito que ndo sdo
compartilhados pela comunidade matematica e, portanto néo
correspondendo aos significados pretendidos pelo sistema educacional.
Quando um estudante associa a aplicacdo de regras e procedimentos ao
conceito de derivada, o que é bastante frequente em nossos cursos de
Calculo, tal processo de significacdo ndo o impede de ter sucesso na
realizacdo de tarefas ditas operatorias, mas pode contribuir para o
insucesso na realizagdo de tarefas que envolvam aspectos conceituais.



Destacamos essa dicotomia envolvendo o procedimento e a significagdo, pois como
veremos adiante, ela serd de crucial importancia em nosso trabalho.

Em nossa experiéncia como professor e também como aluno, pudemos atestar em
grande parte, os problemas aqui levantados. Atuando na docéncia de Calculo I,
percebemos que os alunos tém realmente uma grande facilidade com exercicios que
requerem, para a sua resolucdo, tdo somente a repeticdo do processo de um “exemplo
resolvido”. Normalmente, apdés a explicagdo teorica temos, por parte dos alunos, a
solicitacdo da resolucdo de um exemplo. Notamos que, aparentemente, a maior parte destes
alunos ndo se apropriou dos conceitos envolvidos na resolugdo do exercicio. O exemplo
serve apenas como um “receitudrio” para que eles possam resolver outros exemplos
semelhantes; e por ‘“semelhante” nos referimos a praticamente o mesmo exercicio,
mudando apenas alguns poucos dados. Qualquer atividade que extrapole esta possibilidade
se constitui em uma fonte de grandes dificuldades.

Tal pratica se torna mais evidente em disciplinas onde os conceitos do Célculo |
precisam ser realmente aplicados e, mais ainda, interpretados. Na disciplina de Equacfes
Diferenciais Ordindrias, por exemplo, o conceito de “taxa de variagdo” ¢ tratado pelo aluno
de forma totalmente desvinculada do conceito de derivada. A maior parte dos alunos nao
relaciona a derivada, que foi previamente “aprendida” por repeticdo a exaustdo, com o
conceito de taxa de variagdo de uma funcéo.

Ainda que tenhamos, como professor, a preocupacdo de, quando possivel,
evitarmos a aplicacdo de listas com exercicios repetidos a exaustdo, notamos que 0s
esforcos neste sentido se tornam inécuos ou pouco efetivos. Quando as atividades
propostas precisam ser contextualizadas e interpretadas, o que, em nosso entendimento
constituem as atividades de maior possibilidade didatica, alguns alunos simplesmente
“copiam” a resolugdo dos exercicios. Normalmente, esses alunos assim o fazem como uma
tentativa de solucdo reducionista pensando em generaliza¢fes que possam ser aplicados em
exercicios que, no seu entendimento, possam ser semelhantes. A proposta do aluno seria a
de se concentrar no método de resolucdo e ndo na idéia da solucéo.

Em atencéo a esse comportamento dos alunos, temos a contribuigéo de Pinto (2001,
p. 125) cuja pesquisa foi voltada para o ensino de Analise Real, mas que, em nosso
entendimento, consegue depreender o comportamento tipico de alguns alunos de Célculo |

gue buscam no procedimento uma forma Unica de aprendizagem:



Estudantes sdo provenientes de um sistema educacional onde o ensino de
Matematica esta principalmente centrado em célculos e na manipulacio
de simbolos, bem como na exploracdo de conceitos a partir de suas
propriedades. A analise formal passa a requerer dos alunos um trabalho
com definicbes que envolvem quantificadores mdltiplos e ldgica
proposicional. Estudantes podem fazé-lo como se estivessem iniciando
uma construcdo nova, compartimentalizada das imagens prévias deixando
a reconciliacdo com as experiéncias anteriores para depois, ou, partindo
do conhecimento prévio, reconstruindo-o.

Como professores de Calculo, ndo podemos também deixar de assumir a parcela de

culpa gque nos cabe neste processo. Onuchic (2009, p. 171) assim nos apresenta:

Sempre houve muita dificuldade para se ensinar Matematica. Apesar
disso, todos reconhecem a importancia e a necessidade da Matematica
para se entender o mundo e nele viver. Como elemento mais importante
para se trabalhar a Matematica é o professor de Matemaética e este ndo
estd sendo bem preparado para desempenhar bem suas funcles, as
dificuldades nesse processo tém aumentado muito.

Novamente Onuchic (2009, p. 173) retorna a pratica pedagdgica de alguns
professores e, em especial, a sua possibilidade de capacitacdo, de forma ainda mais

incisiva:

Sabe-se que a visdo da sala de aula de Matematica, apresentada pelos
documentos e que promove mudancas radicais na pratica, requer uma
forte re-educacdo dos atuais professores. Embora uma implementagao
adequada requeira mudancas politicas e estruturais, a natureza do
desenvolvimento profissional do qual os professores participam,
fortemente determinard a extensdo da mudanga que o0s alunos
experimentaram em sala de aula.

Ainda questionando a pratica pedagdgica dos professores de Célculo, Reis (2001,

p. 23) reafirma:

A pratica pedagégica do professor de Calculo deve se pautar,
primeiramente, na reflexdo e compreensdo do papel fundamental do
Célculo Diferencial e Integral na formacdo matematica de seus alunos.
Somente estabelecendo elementos que esclaregam a real funcdo do
Calculo na formacdo matematica do aluno, o professor tera condicGes de
refletir sobre que objetivos tracar, que conteGdos e metodologias
estabelecer, enfim, que prética pedagdgica desenvolver.

Acreditamos que tais questdes devem ser objeto de reflexdo por parte de todos os
“atores” dos processos de ensino e de aprendizagem de Calculo: nds, professores, que

devemos refletir / repensar o papel do Célculo na formacdo matematica de nossos alunos; e



alunos, que devem refletir / reconhecer a importancia da constru¢cdo dos conceitos do

Célculo para sua formagdo matemaética.

2. Alguns estudos sobre o ensino de Célculo e de Limites e Continuidade

N&o tendo a pretensdo de esgotar o assunto, vamos apresentar alguns trabalhos
sobre 0 ensino e a aprendizagem do Calculo. Apos uma breve abordagem em nossa
introducdo, retomamos esta discussdo selecionando alguns trabalhos que julgamos
representativos frente as dificuldades do ensino e da aprendizagem do Célculo Diferencial
e Integral. O objetivo aqui é destacar as dificuldades com o Calculo e, principalmente,
mostrar como o assunto vem sendo discutido de forma recorrente em trabalhos e como
tema em congressos. Concluimos com alguns trabalhos relacionados especificamente ao
ensino e aprendizagem de Limites ou Continuidade.

Cury (2009, p. 223), ao comentar as dificuldades no ensino e aprendizagem de
Caélculo, o faz de maneira direta e contundente associando aquelas o alto indice de evasao

dos alunos em alguns cursos:

As dificuldades encontradas por professores e alunos de Calculo
Diferencial e Integral estdo entre as principais causas apontadas para a
excessiva desisténcia e evasdo encontradas em curso superiores da area
de Ciéncias Exatas. Pesquisas sobre o ensino de Célculo vém sendo
apresentadas em comunicagdes, dissertacdes e teses ao longo das ultimas
décadas, mas seriam necessarios mais estudos sobre o tema para que
pudéssemos vislumbrar mudancgas nos cursos.

Cury (2009, p. 223) também destaca a quantidade de trabalhos voltados para as

questdes que envolvem as dificuldades no ensino e na aprendizagem do Calculo:

Fiorentini (1993) mostrou que, na producdo brasileira de pos-graduagdo
em Educacdo Matematica até 1991, apenas 19% das dissertacOes ou teses
enfocavam o ensino superior. Dos 65 estudos sobre topicos especificos do
curriculo, identificados por Fiorentini (1993), 15 envolviam o estudo de
disciplinas do ensino superior e, destes, 10 tratavam do Calculo
Diferencial e Integral. A partir de entdo, com 0 aumento do ingresso de
estudantes em instituicdes de ensino superior nos Ultimos dez anos, as
dificuldades relativas a aprendizagem de Célculo foram se tornando mais
freqlientes e preocupantes, pois evidenciavam a falta de conhecimentos
prévios ou a compreensdo equivocada de assuntos estudados nos niveis
anteriores. A divulgado dos anais de congressos das areas de Matemaética
Aplicada, Engenharia e Educacdo Matematica permite analisar 0s
assuntos abordados e nota-se que a maior parte dos trabalhos sobre ensino
superior se relacionam ao Célculo.



Destacamos essa contribuicdo com o intuito de mostrar que o tema, de acordo com
a autora, ja se apresentava de forma recorrente em varios estudos. Notemos ainda que,
apesar dessas contribui¢Ges, ndo se nota uma mobilizacdo dentro da sala de aula. Estamos
cientes das dificuldades e dos problemas envolvidos, mas aparentemente impotentes para
promovermos mudancas substanciais em nossa pratica pedagogica.

Algumas instituicdes que mantém cursos na area de Ciéncias Exatas ja sinalizam
com mudancas. A disciplina de Calculo I, normalmente ministrada no primeiro periodo, ja
tem sido precedida pelo chamado “Calculo 0” (como uma disciplina especifica, deslocando
o Célculo | para o semestre seguinte, ou até mesmo como um curso de nivelamento em
horério extra curricular). Entendemos essa mudanca como extremamente benéfica para o
aluno e para o curso e apenas lamentamos que ainda nao seja adotada em institui¢fes que ,
devido ao alto indice de reprovacdo em Calculo I, talvez pudessem se beneficiar dessa
prética.

Nasser (2009, p. 43) cita diversos pesquisadores como Baldino (1995), Giraldo
(2004), Tall (1991), Cury (2003) e Igliori (2003), e destaca a preocupacdo deles com o
desempenho dos estudantes nas séries iniciais dos cursos que envolvem o estudo do
Calculo:

Muitos trabalhos de pesquisa, nacionais e internacionais, tém ressaltado
as dificuldades dos alunos nos ciclos bésicos das universidades na
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral. No grupo de Educacéo
de Matematica no Ensino Superior (GT4) do I, Il e Il Seminérios
Internacionais de Pesquisa em Educacdo Matematica (SIPEM), houve
uma predominadncia de artigos de pesquisa sobre a aprendizagem de
Célculo. Os indices de reprovagdo nas disciplinas de Célculo sdo, em
geral, muito altos, prejudicando o rendimento dos estudantes e atrasando
seu curso universitario. Rezende (2003) e Baruffi (2009) estdo entre os
pesquisadores brasileiros que se preocupam com o baixo desempenho dos
alunos em Calculo, mas isso ndo é prerrogativa dos universitarios
brasileiros: hd uma preocupagdo mundial com o fracasso em Calculo, a
qual deu origem ao movimento conhecido como “Calculus Reform”, na
década de 80.

Ainda que a dificuldade da aprendizagem do Calculo possa ter diversas causas,
Igliori (2002) remete-se a Brousseau, que distingue trés tipos de obstaculos a
aprendizagem: um que se refere a limitagdes do proprio sujeito, que o autor se refere como
sendo de origem ontogénica; outro que o autor diz como sendo de origem didatica e que
depende das experiéncias de aprendizado vivenciadas; finalmente aqueles de ordem

epistemoldgica e que seriam inerentes ao conhecimento.



A partir desse trabalho de Igliori (2002), Nasser (2009, p. 43) destaca ainda,
algumas reflexdes acerca dos obstaculos na aprendizagem:

- as concepcgdes que ocasionam obstaculos no ensino da matematica séo
raramente espontaneas, mas advindas do ensino e das aprendizagens
anteriores;

- 0s mecanismos produtores de obstaculos sdo também produtores de
conhecimentos novos e fatores de progresso;

- 0 obstaculo esta relacionado a um né de resisténcia mais ou menos forte
segundo os alunos, de acordo com o ensino recebido, pois 0 obstaculo
epistemolodgico se desmembra frequentemente em obstaculos de outras
origens, notadamente didaticos.

A apresentacdo desses trabalhos nos permite acreditar na relevancia de nossa
pesquisa. A preocupacao com o0 ensino e a aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral
é tema recorrente e objeto de estudo de varias pesquisas, como evidenciamos.

Especificamente, agora tentaremos delinear alguns estudos focados no ensino de
Limites e Continuidade, tema especifico de nossa investigacao.

Comegaremos destacando a dificuldade no ensino de Limites a partir da
dificuldade, até mesmo historica, de conceitud-lo de maneira formal. Conforme
apresentado anteriormente, a nocdo intuitiva para limite acompanhou todo o
desenvolvimento do Célculo desde os trabalhos na Grécia Classica até Newton. N&o
devemos esquecer que, até este Ultimo, apesar de sua inegavel contribuicdo para o
desenvolvimento do Calculo, também teve dificuldade em apresentar a nogdo de limite e,
nos seus primeiros trabalhos, teve que enfrentar duras criticas as suas primeiras
publicacfes que tratavam do assunto.

Grosso modo, o ensino de Limites apresenta uma dificuldade que Cornu (1983)
chamou de epistemoldgica. Neste primeiro contexto, temos o que poderiamos chamar de
dificuldade inerente ao conceito de limite. Independente de qual maneira ou até 0 mesmo
qual publico pretendemos alcancar, o conceito de limite é, em si, complexo ao ser
ensinado. Por sua vez, Tall (2002) destaca que 0s processos mentais requeridos para esta
compreensdo demandam certo amadurecimento cognitivo. Posteriormente, vamos destacar
a chamada deep intuition (intuicdo profunda, em traducgéo livre) que, ao ser aplicada ao
conceito de limite, ira requerer do aluno, uma compreensdo que transcende sua definigdo

pura e simples.
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Normalmente, o conceito de limite aparece no primeiro periodo nos cursos de
Licenciatura em Matemaética e em cursos de Engenharia e, invariavelmente, sdo abordados
como um pré-requisito necessario para a compreensdo do calculo das derivadas e das
integrais. Vamos avaliar alguns livros de Calculo oportunamente, mas vemos que,
normalmente, o assunto € introduzido de maneira bastante intuitiva e, posteriormente,
apresenta-se a definicdo formal. Naquele primeiro momento, costuma-se trabalhar
conceitos como “estar proximo de” ou “tender para” e a representacdo grafica ¢ a mais
utilizada.

Notemos que, se ndo abordada de maneira adequada, podemos pecar aqui com um
excesso de informalidade e contribuir para a construgdo de uma imagem conceitual por
vezes equivocada pelo aluno. Os termos utilizados nesta exposicdo costumam, quando
utilizados no cotidiano, diferirem sobremaneira quando aplicados a conceitos matematicos.

Celestino (2008) nos traz a seguinte contribuigéo:

No6s usamos palavras ou frases como convergéncia, fronteira,
arbitrariamente préximo, tende a, e limite, quando trabalhamos com
limites de funcbes. Os significados cotidianos dos termos podem
influenciar as percepgdes dos estudantes sobre estes termos em um
contexto matematico. H4 uma ambigliidade na maneira como o conceito
de Limite pode ser percebido. Pode-se focar no processo de aproximar o
limite e, entdo, considera-lo como um procedimento que nunca chega ao
fim. Mas pode-se pensar no Limite como uma entidade estatica com a
quais funcBes podem ser comparadas.

Quando apresentamos o conceito de limite, utilizando a defini¢cdo formal € — §, ndo
h& como negar a complexidade que essa notagdo apresenta e, principalmente, o que o aluno
necessita para compreendé-la. Zuchi (2005, p. 19), por exemplo, refere-se a nogdo de
limite como sendo abstracdo forte e que esta deveria ser adiada para momento mais
oportuno.

Ja em relacdo ao ensino de Continuidade, na perspectiva do Calculo, alguns
pesquisadores (REIS, 2001, 2009) destacaram também as dificuldades em relacdo a
abordagem do conceito e a definicdo formal, mesmos pontos ja apontados no ensino de

Limites.

3. Sobre Imagem Conceitual e Definicdo Conceitual

Diferentemente do que 0 senso comum nos apresenta, a construcdo de uma ideia ou

a apropria¢do de um novo conceito ndo se da de forma completamente linear em nosso
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cérebro. Ainda que o cérebro tenha uma identificagdo estreita com uma estrutura
puramente logica, seu funcionamento ndo é propriamente l6gico. Quando evocamos um
conceito qualquer ou quando vamos nos apropriar de uma nova informacdo, e aqui
podemos incluir os conceitos e as informacdes matematicas, o fazemos de maneira
complexa e acionamos diferentes partes de nosso cérebro ao mesmo tempo. Existe toda
uma estrutura cognitiva extremamente complexa para a apropriagdo desta nova
informacao. Nosso cérebro evoca diferentes imagens para se apropriar deste novo conceito,
acionando toda uma rede complexa de imagens, definicdes pré-estabelecidas e saberes
prévios para compreendermos esta nova informagao.

VVamos recorrer as ideias de David Tall e Shlomo Vinner para langarmos uma luz
sobre esta complexa rede de informacdo acionada pelo nosso cérebro, ainda que nosso
trabalho ndo pretenda elucidar todo o aspecto cognitivo que implica essa aquisi¢do do
conhecimento. Nosso objetivo é tdo somente evocar 0s conceitos de “imagem conceitual” e
“definicdo conceitual” conforme propostos por esses pesquisadores, para uma melhor
compreensdo da forma como nos apropriamos de um novo conceito matematico.

Consideraremos, no presente trabalho, as ideias de Tall e Vinner (1981) sobre

imagem conceitual nas quais nos apoiaremos fortemente:

Usaremos o termo imagem conceitual para descrever a estrutura cognitiva
total que esta associada ao conceito, que inclui todas as imagens mentais,
propriedades e processos associados. Esta é construida ao longo dos anos,
através de experiéncias de todos os tipos, mudando enquanto o individuo
amadurece e se depara com novos estimulos e amadurece.

Cabe destacar que a imagem conceitual € individual e dindmica e vai sendo
modificada com o tempo. A forma como cada um de nés constréi sua imagem para um
dado conceito é muito particularizada e esta sempre impregnada de valores e referéncias
que sdo pessoais. Por outro lado, ela é também dindmica e varia com o tempo. Novas
imagens véo sendo agregadas as anteriores modificando-as e revestindo-as de um caréater
dindmico.

Consideraremos também, no presente trabalho, as ideias relacionadas a definicao
conceitual de Meyer (2003, p. 6), a qual também se baseou em Tall e Vinner (1981):

O termo definicdo conceitual é utilizado para indicar a forma verbal
utilizada pelo individuo para especificar um conceito. Esta defini¢do
conceitual pode ser aprendida pelo individuo de uma forma rotinizada ou
de uma forma mais significativa, relacionando-a em maior ou menor grau
com a definicdo formal do conceito cientifico. Pode também constituir
uma reconstrucdo pessoal da definicdo de um conceito, sem que tenham
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necessariamente significados coincidentes. Neste caso, a definigéo
conceitual é considerada como a forma verbal utilizada pelo estudante
para especificar sua imagem conceitual (evocada).

Interessante € que, principalmente em fungdo de como foi processada a imagem
conceitual, a definicdo conceitual pode diferir da definicdo apresentada formalmente. O
aluno (re)constréi sua definicdo conceitual permeada pelas suas imagens conceituais
previamente estabelecidas.

Notemos que a definicdo conceitual é uma forma de descrever em palavras um
conceito. Podemos entdo evocar, para uma dada definicdo conceitual, imagens conceituais
diferentes e, mais ainda, até mesmo conflitantes. O aluno pode sem o perceber, ter
construido imagens conceituais conflitantes para uma mesma definicdo conceitual e ndo
detectar o equivoco até ter a oportunidade de evocar as duas imagens em uma mesma
situacao.

No ensino de Calculo, varias vezes nos deparamos com situac@es de sala de aula
que evocam diferentes manifestagdes de intuicdo e de rigor e varias perspectivas de
construcdo de imagens e defini¢cdes conceituais.

Especificamente, no ensino de limites podemos destacar os calculos procedimentais
gue muitas vezes sdo guiados intuitivamente, mas sem a construcéo de significados para as
operagdes envolvidas. Seria esta uma situagdo em que falta o “rigor”?

Também no ensino de continuidade, vale destacar os inimeros exemplos e gréaficos
trabalhados visando a reelaboracdo da imagem conceitual. Entretanto, nesse processo
estaria ocorrendo também uma reelaboracdo da defini¢do conceitual?

Intentando buscar algumas respostas a tais questdes, apresentamos algumas
atividades que visam identificar algumas imagens e definicdes conceituais relacionadas a

Limites e Continuidade.

4. Apresentando nossas atividades

Como as nogdes de rigor e intuicdo permeardo a andlise dos resultados para que
possamos estabelecer, se possivel, uma relagdo entre os conceitos (imagem e definigdo) e
0s tratamentos (intuitivo ou rigoroso) desprendidos pelos alunos, a proposta de nossas
atividades envolve habilidades em que poderemos avaliar tais nogoes.

Nessas atividades, em funcdo da questdo de investigacdo proposta, partimos de

aspectos que envolvem / evocam a intuicdo dos alunos para aspectos que descrevem /
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demonstram o rigor dos alunos na construgdo dos conceitos de “Limites e Continuidade”.

Isto pode ser notado quando exploramos, ao final de cada atividade, a capacidade dos

alunos de, ndo mais “descrever” os conceitos envolvidos, mas de “defini-los” formalmente.

4.1 Atividade 1 — Limites

Questdo 1: Escrevendo com suas palavras...

Explique com suas proprias palavras, sem utilizar nameros nem simbologia matematica, o

que vocé entende por:

a) uma funcéo tem limite quando a variavel independente tende a um certo valor.

b) uma funcdo tem limite infinito quando a varidvel independente cresce indefinidamente.

Questao 2: Do gréfico para o célculo...

Com base nos graficos determine, caso exista:

a)

b)

-4 3 -2 -1 1
24
R o
lim f(x) lim f(x)
x—>0" x—>0"
lim f(x) lim f(x)
X—>+00 X——00

lim f(x)

x—0

lim f(x)

x—0" x—0

lim f(x)

X—>+00

lim f(x)
x—0



lim f(x) lim f(x) lim f lim f i lim f(x)
x—1t x—1" le (X) XE;L (X) Xlln; f(X) Xx—3

lim f(x) lim f(x) lim f(x) lim f(x)

X—>+00 X—>—00 X—>+00 X—>—o0

Questao 3: Do calculo para o grafico...

Construa o grafico de uma fungdo com as seguintes propriedades:

i\-y
lim f(x)=-x lim f(x)=+0o NI
x—>1t x—> 1"
2=
lim f(x)=1 lim f(x)=-1 o o
Xi)_]_+ X—>-1" L T T T T T T T 1
-4 -3 -2 -1 2 3 4 N
B N
lim f(x)=0 lim f(x)=—0
X—> 40 X—> —0 3T
4=

Questdo 4: Tentando escrever rigorosamente...

De acordo com as defini¢des precisas de limites, o que significam as afirmacoes:
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a) para todo € > 0 real dado, existe § > 0 tal que, se x € D(f) e 0 < [x — 4| < §, entéo
If(x) = 5] <e.

b) para todo M > 0 real dado, existe N > 0 tal que, se x € D(f) e x > N, entdo f(x) >
M.

4.2 Atividade 2 — Continuidade

Questdo 1: Escrevendo com suas palavras...

Explique com suas proprias palavras, sem utilizar nimeros nem simbologia matematica, o

que vocé entende por:

a) uma funcdo é continua para um certo valor da variavel independente.

b) uma funcéo é continua.

Questao 2: Do gréfico para o célculo...

Determine se a funcdo é continua no ponto a € R. Caso seja descontinua, justifique.
a) b)
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Questdo 3: Do célculo para o gréfico...

Construa o grafico de uma funcdo com as seguintes propriedades:

i\-y
lim f(x)=1 lim f(x)=-1
Xx— =17 x—-1" S
4
lim f(x)=1 f(1)=-1 —_— s
x—>1 -4 3 2 - 2 3 4 :
N o
f(-1)=1 f(x) é continua em x=0 °T
4

Questéo 4: Tentando escrever rigorosamente...
De acordo com as defini¢des precisas de continuidade, o que significam as afirmacoes:

a) existe f(m), existe lim f(x)e lim f(x)= f(n).

b) para todo &> 0 real dado, existe & >0 tal quese x € D(f) e |x —4| < § entdo

If(x) = f(B)] <e.
5. Algumas sugestdes feitas aos Professores de Calculo |

Cientes que devemos respeitar a autonomia do profissional do Ensino Superior em
sala de aula, incluindo a capacidade de repensar sua metodologia de acordo com a
necessidade de seus alunos, ainda assim, a partir dos resultados apresentados em nossa
pesquisa, julgamos procedente apresentar algumas consideragdes que intentam servir como

uma fonte de reflexdo para o Professor de Calculo:

- Procure sempre revisitar as imagens conceituais que estdo sendo construidas pelos seus
alunos, ao longo dos processos de ensino e aprendizagem, propondo atividades que
primem pela diversidade de abordagens. Nesse sentido, ainda que acreditemos ser

oportuno em algumas situacdes, a realizacdo de exercicios de um padrdo mais repetitivo,
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propomos uma reflexdo no sentido de evita-los, quando possivel, estimulando de maneira
criativa uma maior transicdo entre as diversas representacdes (grafico-algébrica e
algébrico-grafica), a fim de enriquecer as imagens conceituais evocadas pelos alunos

durante os processos de sala de aula;

- Procure fazer com que seus alunos escrevam sobre aquilo que estdo entendendo,
evidenciando assim suas definicbes conceituais e estimulando-os a explicar “como”
aplicam a teoria na resolucdo de problemas/exercicios. Isso possibilita ao professor uma
maior flexibilidade ao abordar a definicdo formal, além de incentivar os alunos a consultar
a “célula” da definicdo conceitual envolvida nas atividades e até mesmo modifica-la

guando necessario, em caso de conflitos com definicdo formal;

- Valorize a realizacdo de atividades que abordem a transicdo algébrico-gréafica como
forma de valorizar as diversas vertentes intuitivas presentes na abordagem dos temas e que,
tradicionalmente, ndo sdo exploradas pelos livros didaticos. Atividades nesse sentido
podem ajudar o aluno a compreender a importancia de se evocar uma defini¢do conceitual
e confronté-la com suas imagens conceituais, evitando assim, obstaculos na aprendizagem.
Exercicios que exploram aspectos construtivos de limites e continuidade podem ser uma
grande fonte de inspiracdo para a valorizagdo de uma intuigdo profunda, no sentido de

compreender o0s conceitos matematicos com multiplicidade de significados e propriedades;

- Nao exagere nas definigdes e demonstragOes rigorosas, principalmente se essas forem
apresentadas de maneira mecanizada e sob um aspecto totalmente procedimental. Se uma
demonstracdo ndo puder ser significativa para os alunos e, mais importante ainda, ser
ilustrada, até mesmo com exemplos numéricos, tal demonstracdo pode ser muito mais um
“exercicio de ensino” para o proprio professor do que uma “atividade de aprendizagem”
para os alunos. Especificamente, em limites e continuidade, as defini¢cbes e demonstracfes
envolvendo a notacdo & — §, mostram-se totalmente incapazes de evocar imagens

conceituais significativas.

Por fim, lembramos a reflexdo de Reis (2009, p. 93) acerca do chamado ‘“rigor
académico” o qual, segundo o autor, ¢ dominante no mundo das publicacbes e
apresentacdes de trabalhos cientificos, mas que ndo pode ser transposto de uma maneira

direta, mecanica ou simplista para o ensino:
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Essa transposicdo, na verdade, deveria proporcionar uma exploracédo
multipla e flexivel dos conceitos, de modo que 0S mesmos sejam
intuitivamente significativos e compreensiveis, tendo um tratamento de
validacdo e demonstragdo (isto €, rigor) compativel ao contexto de ensino
(instituicdo; Licenciatura ou Bacharelado; conhecimento prévio dos
alunos; etc).

Assim, concluimos nosso produto, esperando que ele seja uma fonte agradavel de
leitura para Professores de Calculo que querem e ousam refletir sobre sua préatica

pedagobgica.
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