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A primeira ideia que uma crianga precisa ter € da diferencga entre
o0 bem e o mal. E a principal funcao do educador é cuidar para
que ela ndo confunda o bem com a passividade e

0 mal com a atividade. (Maria Montessori)
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Apresentacao

Caro (a) colega,

Sou professor de Matemética da Educacgéo Béasica, atuando na rede estadual
h& 22 anos, a maior parte do tempo no Ensino Médio, o que me pds em contato com
o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Isso porque ele tem impulsionado
escolas, publicas e particulares, a desenvolver competéncias requeridas nessas
provas.

E importante, portanto, lembrar a Matriz de Referéncia do ENEM, que, além de
apresentar as competéncias requeridas, cita as habilidades referentes a cada
competéncia. Além disso, cada area do conhecimento avaliado passou a ter, em 2009,
a sua Matriz de Referéncia, sendo que a de Matemética e suas Tecnologias apresenta
sete competéncias e trinta habilidades.

Das habilidades identificadas pelo ENEM, escolhi, em minha dissertacdo do
Mestrado Profissional de Educacdo Matematica da Universidade Federal de Ouro
Preto, trabalhar com a Habilidade 8 (Resolver situag&o-problema que envolva
conhecimentos geométricos de espaco e forma), que corresponde a segunda
competéncia da Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias: Utilizar o
conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacdo da realidade e agir
sobre ela. Mas pude identificar habilidades auxiliares, como desenho, que davam
suporte ao desenvolvimento da Habilidade 8, meu foco de investigagc&o. Entdo busquei
criar uma proposta de atividades que possibilitassem o desenvolvimento da Habilidade
8. Justifica-se, pois, ter minha pesquisa procurado responder a esta pergunta: Como

uma proposta de atividades pode possibilitar o desenvolvimento de habilidades

9|Pdagina




-

/ Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

auxiliares para a de resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos
geométricos de espaco e forma, da matriz de referéncia do ENEM?

Foram convidados professores de Matematica da rede estadual e, ap6s uma
entrevista, confirmados cinco como participantes da pesquisa, para analisar as
atividades mencionadas, sugerir altera¢des e indicar as habilidades que julgavam ter
atuado.

Na elaboragdo dessas atividades, inicialmente foram escolhidas questdes
propulsoras, ou seja, situagdes-problemas do ENEM. A seguir, construidos blocos de
atividades que de certa forma trabalhassem habilidades ou as lapidassem, agugando
potencialidades para a resolugéo de situa¢des-problema envolvendo o conhecimento
geomeétrico de espago e forma.

Para construir o conhecimento matematico e, principalmente, o geométrico, é
preciso desenvolver habilidades, auxiliares ou nao. Além disso, para propiciar a
construcdo do conhecimento na sala de aula, indica-se a utilizacdo de questdes
provenientes de avaliacdes externas, como o ENEM. N&o se trata de uma sugestédo
vaga, pois desenvolvi uma pesquisa intitulada Um estudo de situacdo-problema que
envolva conhecimentos geomeétricos de espaco e forma no ENEM no periodo de 2009
a 2017, um estudo de caso que guiou uma possivel resposta a questdo de
investigagdo mencionada.

Destaco que as atividades que vao ser apresentadas podem ser usadas na
sala de aula ou em oficinas com o objetivo de desenvolver habilidades necessarias
para a constru¢ao do conhecimento geométrico.

Espero, portanto, criar propostas de atividades que propiciem uma construcéo
prazerosa do conhecimento.

Um abraco.

Ednardo Teixeira Ledo

ednardotledao@hotmail.com
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Habilidades presentes nos blocos de
atividades

Segundo Machado (1998, p.142) o conhecimento geométrico se desenvolve
em quatro etapas: percepcao, construcao, representacao e concepgcao que “articulam-
se mutuamente, configurando uma estrutura a partir da qual, de modo metaférico,
pode-se aprender o significado e as fungdes do ensino da Geometria.”. Mas o autor
destaca que é possivel um transito natural entre essas etapas, havendo uma via de

mao dupla entre elas. A Figura 1, a seguir, expressa essa Visao.

Figura 1-Faces que caracterizam o conhecimento geométrico

Percepcao

i i

Concepcéao

Representacéo

Fonte: Machado 1998, p. 143.

Essa vis@o € explicada também com um tetraedro, cujas faces se alimentam

mutuamente. E o que mostra a Figura 2, a seguir.
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Geometria: Tetraedro Epistemologico
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Figura 2: Tetraedro Epistemoldgico

Repres

ntacéo

Fonte: Machado 1998, p. 143.

Lauro (2007) explica cada uma das faces do tetraedro epistemoldgico:
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-A percepcao refere-se a observacdo e & manipulacdo de objetos
materiais — atividades sensoriais e a caracterizagcdo das formas mais
frequentes presentes no mundo a nossa volta. A percepc¢ao ocorre
por meio de atividades empiricas. Este processo precisa ser
desenvolvido desde as séries iniciais do ensino e relaciona-se
diretamente com os demais.

-A construgdo refere-se a producdo de materiais que possam ser
manipulados, ou seja, a elaboracdo de objetos em sentido fisico. A
construcdo pode ocorrer com a utilizagdo de massas de modelar,
sabdo em pedra, madeira, acrilico, papel, varetas, por exemplo. Em
certo sentido, a construcao reforca a percepg¢do, bem como esta
Gltima estimula a construcéao.

-A representacao refere-se a reproducéo, por meio de desenhos, de
objetos percebidos ou construidos. Neste sentido, fazemos
referéncia ao Desenho Geométrico, bem como a Geometria Projetiva
e a Geometria Descritiva. Em qualquer um desses contextos, a
representacdo favorece e é favorecida pela percepgdo e pela
construcao.



-A concepcao refere-se a organizagdo conceitual, a busca do
conhecimento geomeétrico por meio do raciocinio légico-dedutivo e da
teorizacdo. Diz respeito a sistematizagdo do conhecimento
geométrico; ao exercicio da ldgica, aos elementos conceituais, onde
tem predominio as definicbes formais, o enunciado preciso de
propriedades, proposicées e teoremas com suas demonstracées,
sejam elas formais ou informais. A concepcdo é favorecida pela
percepcdo, representacdo e construcdo, mas também favorece
essas dimensofes (LAURO, 2007, p.26-27).

Essas faces foram consideradas habilidades e, com base em questdes do
ENEM, escolhidas como propulsoras, sendo realizadas atividades com o intuito de
desenvolvé-las e descobrir outras. Assim surgiu a habilidade de visualizacdo, que se
ligou naturalmente a todas as outras ja apresentadas.
Para esta habilidade Arcavi (2003) misturou as definicbes de Zimmermann e
Cunningham (1991) e Hershkowitz et al. (1989) e apresentou a seguinte :

A visualizac@o é a habilidade, o processo e o produto da criacéo,
interpretacdo, uso e reflexao sobre figuras, imagens, diagramas, em
nossas mentes, no papel ou com ferramentas tecnolégicas, com o
objetivo de representar e comunicar informagdes, pensar e
desenvolver idéias previamente desconhecidas e avancos na
compreens@o(ARCAVI,2003,p.217).

Blocos de atividades

As atividades apresentadas a seguir compuseram o0s blocos que o0s
participantes analisaram. Foram feitas sempre buscando trabalhar alguma das quatro
habilidades citadas por Machado (1998) como faces e descritas por Lauro (2007) e

descobrir alguma outra habilidade auxiliar.

Primeiro bloco de atividades
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1. Jogo dos Sete Erros

http://azcolorir.com/jogos-do-para
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2. Jogo dos Sete Erros

Fonte://lwww.google.com.br/search?q=jogo+dos+sete+erros&tbm=isch&tbo=u&source

=univ&sa=X&ved=2ahUKEwjY992fn9TeAhXEDJAKHY0jCzYQ7AI6BAGAEBs&biw=1366&b
ih=631

15|Pagina



/ \ Mestrado Profissional

em Educacgao Matematica

Fonte: https://rachacuca.com.br/raciocinio/sete-erros/ferry-marketplace-sao-francisco/

Nesta atividade trabalhou-se a percepcao e a visualizagdo, o primeiro jogo em
um nivel mais facil, o segundo com figuras menores e o terceiro com figuras coloridas.

Portanto se aumentou o grau de dificuldade paulatinamente.
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2. Simetria: Complete as figuras apresentadas.

a) ———————— —— C) -

Nesta atividade trabalhou-se a habilidade de construcao e a representacdo. O
desenho foi feito apds se observar o eixo de simetria proposto e a figura
apresentada.
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3.Construcéo de quadrados e triangulos.

3.1 Dado este quadrado, marque o0 ponto médio de cada lado e, unindo todos por um
segmento de reta, forme outro quadrado. Repita o procedimento com o novo

quadrado trés vezes.

Em seguida, identifigue quantos tridangulos se formam na construcdo de cada

quadrado.

3.2. Neste triangulo equilatero, marque o ponto médio de cada lado e forme outro

triangulo equilatero. Repita o procedimento com o outro triangulo duas vezes.

Nesta terceira atividade, trabalhou-se a habilidade de construcdo e a de

representagao.
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O desenho, seguindo instrugdes (localizacdo do ponto médio), facilita a
representacao e a construcdo de novas figuras segundo padrées.

4. Calculo de areas
4.1. Observando a figura a seguir, responda:

2cm
>

2cm

Fonte: DANTE, 2008, p. 181

a) Qual é a area da parte colorida na figura?

b) Qual é a area da parte nao colorida da figura?

Nesta quarta atividade trabalhou-se a percepcao e visualizagdo, o que tornou mais

simples o desenvolvimento do calculo.

19|Pagina



/ ‘ Mestrado Profissional
_ em Educagéo Matematica

5. Observacao e calculo
5.1. Observe a figura apresentada, que € um painel quadrado de duas cores.

Nomeando os vértices de A, B, C e D, sendo E o ponto médio de AB, responda as
seguintes questdes:

A E B

D

a) Explique por que o triangulo DEC é is6sceles.

b) Calcule a area do triangulo AED, considerando que o lado do quadrado mede 4

unidades, e compare com a do triangulo EBC.

c¢) Considerando que o lado do painel mede 4 m, a parte vermelha custa R$30, 00 o
m? e a parte branca custa R$20,00 o m?, determine o valor do painel.

5.2. Ao criar o logotipo para um cursinho, um desenhista projetou uma figura que é o
resultado da retirada de um tridngulo is6sceles de outro triangulo isésceles. O triangulo
inicial tem 6 cm de base e 4 cm de altura. O que foi retirado tem a mesma altura e 1/3
da base do primeiro, ficando localizado no meio do desenho. Determine a area

resultante.

Nesta quinta atividade trabalhou-se a habilidade de concepcdo, a de
percepcdo e a de representacdo. Destaca-se que apenas com uma delas,

isoladamente, néo seria possivel o desenvolvimento da atividade.
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As atividades culminaram com o desenvolvimento de duas situagcbes-

problema do ENEM, cujo texto se apresenta a seguir.

(ENEM 2012) - Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a
colocacao de vitrais compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura

a seguir.

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sao pontos médios dos lados do quadrado e os
segmentos AP e QC medem 1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar
um vitral, sdo usados dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura,
gue custa R$ 30,00 o m?, e outro para a parte mais clara (regies ABPDA e BCDQB),
gue custa R$ 50,00 o m2.De acordo com esses dados, qual é o custo dos materiais

usados na fabricac&do de um vitral?

A) R$ 22,50
B) R$ 35,00
C) R$ 40,00
D) R$ 42,50
E) R$ 45,00
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(ENEM 2012) Um professor, ao fazer uma atividade de origami (dobraduras) com seus
alunos, pede para que estes dobrem um pedaco de papel em forma triangular, como
na figura a seguir, de modo que M e N sejam pontos médios respectivamente de AB

e AC, e D, ponto do lado BC, indica a nova posicao do vértice A do triangulo ABC.

Se ABC é um triangulo qualquer, apds a construgdo, sdo exemplos de triangulos
is6sceles os triangulos

a) CMA e CMB.

b) CAD e ADB

c) NAM e NDM.

d) CND e DMB.

e) CND e NDM.

Depois foi perguntado o seguinte: Quais habilidades vocés julgam necessarias
para resolver as duas questdes do ENEM que foram propostas? Quatro dos cinco
participantes apontaram visualizacao, indicando a importancia desta habilidade para
a compreensao das situacdes-problema.

O objetivo das atividades presentes no primeiro bloco foi desenvolver
habilidades que auxiliassem na compreensdo de situagbes-problema, como as
apresentadas, buscando construir/desenvolver habilidades Uteis em situagbes onde

se aplica o conhecimento geométrico. Um dos participantes, ao comentar o Jogo dos
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Sete Erros, disse: “Depois que vocé passa por essa atividade (...) vocé pega uma

questao e olha tudo, procura ver todos os detalhes.”.
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Segundo bloco de atividades

Foi entregue a cada participante uma folha com circunferéncias com raios de 1 cm a
4 cm, bem como um par de pedacos de barbante para cada circunferéncia, um com a

medida aproximada do comprimento e outro com a medida aproximada do diametro.

2.1. Reconhecendo o 11

Com o barbante que foi fornecido mega o comprimento e o didmetro do circulo que
Ihe foi entregue. Compare as medidas obtidas, dividindo a maior pela menor. Faca
0 mesmo com os demais circulos que Ihes foram entregues. Em seguida, cole-os
na circunferéncia correspondente a cada um. Complete a tabela com os nimeros
gue vocé obteve e com os demais que ja estédo na tabela.

Comprimento da Diametro C/d =

Circunferéncia

1,57 m 0,5cm
3,14 m lcm
6,28 m 2cm
12,56 m 4 cm
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Certamente vocé encontrou sempre um numero com o valor aproximado de 3,1415.
Ele, que é constante, € denominado 1. No caso, C = m. d (mas d é igual a duas
vezes o raio). Finalmente C=2T1r.

A seguir, vocé vai usar a férmula que acabou de lembrar.

Situacédo 2.2

Uma pessoa, buscando preservar sua saude, por recomendacao médica, passou a
dar 12 voltas em torno de um canteiro circular de raio igual a 10 metros. Quantos
metros, aproximadamente, ela percorre por dia, dando essas voltas?

Situacédo 2.3

Segundo o Inmetro, o raio do circulo central de um campo de futebol deve medir
9,15 metros. Buscando fazer uma surpresa ao diretor do clube, o técnico deste clube
decidiu calcular a medida da semicircunferéncia do circulo central com o intuito de
posicionar todos os atletas nesta linha da semicircunferéncia para fazer uma
homenagem ao diretor. Se o técnico adotar 3 como aproximagao para T, qual
medida encontrara para esta semicircunferéncia?
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Nestas atividades do segundo bloco trabalhou-se a habilidade de construcéo,
a de representacao, a de percepcéo e a de visualizagdo, o que auxilia na compreensdo

da férmula do comprimento da circunferéncia e consequentemente em sua utilizag¢&o.

2.4. Areas de circulos

Observe a Figura 1 e a Figura 2, a seguir

Figura 1

Figura 2

A Figura 1 representa circunferéncias concéntricas. A Figura 2 representa um feixe de
segmentos paralelos que tém as medidas dessas circunferéncias. A Figura 2 lembra
o formato de um tridngulo, cuja area pode ser calculada pela férmula: (b . h)/ 2. Como
a base deste tridangulo tem a medida do comprimento da circunferéncia (21ir) e a altura
tem a medida do raio desta circunferéncia (r), a area é: 2(mir.r)/2 = Tir?. Dessa forma,

a area da circunferéncia de raio maior também deve ser 11r?
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Com a férmula da area do circulo, resolva estas questdes.

2.5 De acordo com a Confederacéo Brasileira de Futebol de Saldo (CBFS), no centro
da quadra de futsal tem de haver um circulo com raio de 3 metros. Qual é a area desse

circulo?

2.6 Ao pensar na imagem de um CD, temos a ideia de duas circunferéncias
concéntricas. Tendo o raio da maior 5,9 cm e o da menor 1,8 cm, qual é a area da

coroa circular formada?

Nestas atividades buscou-se trabalhar a visualizagcdo e a concepcgdo. Os
participantes sugeriram colocar uma ilustragdo da coroa circular para melhor
compreensdao por parte dos alunos.

As atividades do segundo bloco culminaram com o desenvolvimento de duas

situagcBes-problema do ENEM, cujo texto se apresenta a seguir.
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(ENEM 2015) Uma empresa de telefonia celular possui duas antenas que serao
substituidas por uma nova, mais potente. As areas de cobertura das antenas que
serdo substituidas sao circulos de raio 2 km, cujas circunferéncias se tangenciam no

ponto O, como mostra a figura.

O ponto O indica a posi¢éo da nova antena, e sua regido de cobertura serd um circulo
cuja circunferéncia tangenciara externamente as circunferéncias das é&reas de
cobertura menores.

Com a instalacdo da nova antena, a medida da area de cobertura, em
quildmetros quadrados, foi ampliada em
a) 8m
b) 121
c) 16t
d) 32t
e) 641
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(ENEM 2016) Em uma cidade sera construida uma galeria subterranea que recebera
uma rede de canos para o transporte de dgua de uma fonte (F) até o reservatério de
um novo bairro (B).

Apos avaliagbes, foram apresentados dois projetos para o trajeto de construcdo da
galeria; um segmento de reta que atravessaria outros bairros ou uma
semicircunferéncia que contornaria esses bairros, conforme ilustrado no sistema de
coordenadas xQy da figura, em que a unidade de medida nos eixos € o quildmetro.

y (km)
A

F=(-1,1)

B=(1,-1)

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas caracteristicas do solo, a
construcdo de 1m de galeria via segmento de reta demora 1,0 h , enquanto que 1 m
de construcdo de galeria via semicircunferéncia demora 0,6 h. Ha urgéncia em
disponibilizar agua para esse bairro.

Use 3 como aproximagao para T e 1,4 como aproximacao para V2.

O menor tempo possivel, em hora, para conclusdo da construcao da galeria, para
atender as necessidades de agua do bairro, € de

a) 1260

b) 2520

c) 2800

d) 3600

e) 4000
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O objetivo das atividades do segundo bloco foi desenvolver habilidades que
auxiliassem na compreensdo de situacbes-problema, como as apresentadas,
buscando construir/desenvolver habilidades Uteis em situa¢cdes onde se aplica o

conhecimento geométrico.
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Foram entregues a cada patrticipante folhas com a planificacdo do tetraedro, da

piramide quadrangular, do tronco de piramide e do hexaedro.

Terceiro bloco de atividades

3.1. Com as folhas que foram entregues, recorte as figuras, dobre onde esta
pontilhado e use a cola para construir os poliedros. Em seguida complete o quadro a

seguir.
Figura Numero de Numeros de Numero de faces
vértices arestas
Tetraedro
Piramide

Quadrangular

Tronco de
Piramide

Hexaedro

3.2. Olhe e desenhe, vista de cima, cada figura e responda, de acordo com o0s

desenhos feitos. Em quais figuras vistas de cima se veem todas as arestas?
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Tetraedro

Hexaedro

Pirdmide Quadrangular

Tronco de Piramide
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3.3. Observe os poliedros que foram entregues.

Poliedros de Platao.

a) Vocé notou neles alguma caracteristica especifica? Se notou, qual?

b) Indique quantas faces, quantos vértices e quantas arestas possui cada um.

Poliedro

NUmero de Faces

(F)

Ndmero de
Vértices (V)

NUmero de Arestas | F+V - A

(A)

Tetraedro

Hexaedro

Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

N&o foi uma coincidéncia a expressdoF+V-A=7?
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A relag&o encontrada chama-se Formula de Euler. Escreva-a.

Nestas atividades do terceiro bloco trabalharam-se estas habilidades: construcao,
representacao, percepgao e visualizagdo. Na construcéo de solidos se percebem mais
naturalmente, por exemplo, arestas, faces, vértices. Os desenhos feitos a partir dos
sélidos construidos e/ou manipulados facilitam a viséo, tornando mais faceis possiveis

abstracoes.

3.4. Faga um desenho de como é visto o sélido.
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Vista de cima Vista de baixo

Vista da lateral esquerda Vista da lateral direita

Vista de frente Vista de tras
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3.5 Observe o globo que foi apresentado.
a) Localize a linha do Equador, em seguida localize as linhas do Tropico de Cancer e
do Tropico de Capricérnio. Geometricamente o que se pode falar sobre elas?

b) Localize a linha que corresponde ao Meridiano de Greenwich. O que se pode

observar geometricamente comparando este Meridiano com os demais?

¢) Retire o globo do apoio e segure com as pontas dos dedos indicadores. Observe-
o de cima. Em seguida, apoie-o0 na mesa de modo que se veja a linha do Equador de
forma perpendicular. Em seguida responda: Existe alguma posi¢cdo que possibilite

ver a linha do Equador sobreposta a si mesma?

d) Segure novamente o globo e localize o Brasil. Observe as linhas verticais que o
cortam (os meridianos). Existe alguma posicao em que € possivel ver que a linha do

meridiano consegue ficar sobreposta a si mesma?

€) Ha um ponto a 13 km de Quito, no Equador, conhecido por Metade do Mundo, onde
se registra a latitude de 00° 00’ 00”. E o encontro da linha do Equador, que deu origem
ao nome do pais, com o meridiano a 80° a oeste do Meridiano de Greenwich. Com
essas informacdes, procure o referido ponto no globo. Coloque o globo em uma
posicdo que permita ver o ponto no centro dele. Observe de cima para construir o

gue vocé estd vendo: o ponto e a projecdo do globo, marcando a linha do Equador e

0 meridiano que o corta. Pode usar o compasso.
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(Imagem de ponto de latitude 00° 00°00” em Quito, Equador)

Na quarta e na quinta atividade do terceiro bloco, foram trabalhadas estas
habilidades: representacéo, percep¢ao e visualizacdo. Desenhar as vistas do tronco
de piramide permitiu melhor visualizagdo, bem como as percepg¢des do globo feitas
(Lembra-se que o globo deve ser transparente.)

As atividades do terceiro bloco culminaram com o desenvolvimento de duas
situacdes-problema do ENEM, cujo texto se apresenta a seguir.
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(ENEM 2012) Joéo propds um desafio a
Bruno, seu colega de classe: ele iria

descrever um deslocamento pela
piramide a seguir e Bruno deveria
desenhar a projecao desse

deslocamento no plano da base da
piramide.

B

O deslocamento descrito por Joéo foi:
mova-se pela piramide, sempre em linha
reta, do ponto A ao ponto E, a seguir do
ponto E ao ponto m, e depois de M a C.

O desenho que Bruno deve fazer é

(ENEM 2012) O globo da morte é uma
atracdo muito usada em circos. Ele
consiste em uma espécie de jaula em
forma de uma superficie esférica feita
de aco, onde motoqueiros andam com
suas motos por dentro. A seguir, tem-se,
na Figura 1, uma foto de um globo da
morte e, na Figura 2, uma esfera que
ilustra um globo da morte.

A
Figura 2

Figura 1

Na figura 2, o ponto A esta no plano do
chéo onde esta colocado o globo da
morte e 0 segmento AB passa pelo
centro da esfera e é perpendicular ao
plano do chao. Suponha que ha um
foco de luz direcionado para o chéo
colocado no ponto B e que um
motoqueiro faga um trajeto dentro da
esfera, percorrendo uma circunferéncia
gue passa pelos pontos A e B.

Disponivel em: www.baixaki.com.br.
Acesso em:29 fev.2012

A imagem do trajeto feito pelo
motoqueiro no plano do chéo é
MELHOR representada por
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O objetivo das atividades do terceiro bloco foi desenvolver habilidades que
auxiliassem na compreensdo de situagcdes-problema, como as apresentadas,
buscando-se construir/desenvolver habilidades que possam ser Uteis em situacfes

onde se aplica o conhecimento geométrico.
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Quarto bloco de atividades

Foi entregue a cada participante uma folha com a planificagéo do paralelepipedo.

4.1. Construcdo do paralelepipedo.

4.1.1 Para calcular o volume deste paralelepipedo, considere os cubos que foram
entregues, uma unidade de volume (uv) para cada um. Preencha com os cubos. o
paralelepipedo construido.

Andlise da situacdo: Foram utilizados 18 cubos de uma unidade de volume.
Logo o volume do paralelepipedo é 18 uv. Sdo 9 cubos embaixo e 9 em cima. 9
significa 3 vezes 3, que é a area da base do paralelepipedo. A altura do paralelepipedo
¢ 2 uc (unidade de comprimento). 18 uv é igual a 9 ua vezes 2 uc. E possivel imaginar
gque o volume de um paralelepipedo é area da base vezes a altura, logo V = a.b.c.

Outro modo de obter o volume é sobrepor c retangulos unitarios de base ab,
preenchendo a caixa. O volume é V= a.b.c.

Embora ndo se tenha demonstrado, mas ilustrado, o volume do paralelepipedo

€ dado pela férmula: area da base x a altura.
Exercicio de aplicacao da férmula
Uma piscina de brinquedo de crianga tem as seguintes dimensdes: 10 cm de

comprimento, 4 cm de largura e 5 cm de profundidade. Qual é o volume de agua que

ela pode conter?
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4.1.2 Vamos calcular o volume do cilindro. Vocés véao preencher a caixa cilindrica com
os circulos que foram entregues, sendo a area de cada um Tr2. Analogamente ao
volume do paralelepipedo, o volume do cilindro € area da base x altura. No caso,
area do circulo Tir? x a altura. Assim o numero de circulos determinou a altura h do

cilindro construido. Entdo o volume do cilindro é 1rr3x h.
Exercicio de aplicacao da formula
Uma latinha de refrigerante tem formato cilindrico. Sendo a altura da latinha 10 cm e

o raio da circunferéncia do fundo 3 cm, calcule o volume de refrigerante que ela pode

conter.

A primeira atividade deste bloco trabalhou a habilidade de identificar
caracteristicas de figuras planas e/ou espaciais. A segunda, as habilidades de

visualizacdo e comparacao.

4.1.3 Foi feita uma ilustracédo, mas, de fato, a area do cilindro é 1r?h, o que pode ser
mostrado pelo Principio de Cavalieri.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), “aluno de Galileu e professor em Bolonha,
€ célebre por seu trabalho Geometria indivisibilius continuorum nova quadam ratione
promota”, escrito em 1635 no qual expde o seu método dos indivisiveis (intermediario
entre o de exaustéo dos gregos e os de Newton e Leibiniz). De forma que o tamanho
relativo de dois sélidos ou superficies poderia ser encontrado pela soma de uma série
de planos ou retas (CAJORI, 2007, p.229). Isto € o conhecido Principio de Cavalieri,
na verdade um teorema: “Se dois sélidos tem alturas iguais, e se secgdes feitas por

planos paralelos as bases e a distancias iguais dessas estdo sempre numa dada
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raz&o, entdo os volumes dos solidos estdo também nesta razdo” (BOYER, 1996, p.
227).

Em linguagem mais apropriada para aluno do Ensino Médio, pode ser utilizada
esta versao simplificada do Axioma (Principio de Cavalieri): Dados dois solidos e um
plano, se todo plano paralelo ao plano dado secciona os dois solidos segundo figuras
de mesma éarea, esses solidos tém o mesmo volume.

Isso pode ser ilustrado (Figura 1) com dois montes de moedas, de mesmo
tamanho e mesma altura. Manipulando algumas moedas para a direita ou para a

esquerda, o volume ocupado pelas moedas permanece constante.

Figura 1-llustracdo do Principio de Cavalieri

Fonte:https://br.images.search.yahoo.com/search/images;_ylt=AwrE18yH7x9bcc0Ajg
_z6Qt.;_ylu=X30DMTByYMjB0aG5zBGNvbG8DYmYxBHBvcwMxBHZ0aWQDBHNIYw
NzYw--?p=princ%C3%ADpio+cavalieri&fr=mcafee

A Figura 2, a seguir, mostra que poliedros e corpos redondos, mesmo
apresentando caracteristicas diferentes, podem apresentar volumes iguais.
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Figura 2-Principio de Cavalieri relacionando o volume de dois solidos.
e B
/
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> S

Fonte:https://br.images.search.yahoo.com/search/images;_ylt=AwrE18yH7x9bcc0Ajg

_z6Qt.;_ylu=X30DMTByYMjB0aG5zBGNvbG8DYmYxBHBvcwMxBHZ0aWQDBHNIYw

NzYw--?p=princ%C3%ADpio+cavalieri&fr=mcafee

Exercicio de aplicacdo do Principio de Cavalieri
Verifigue que o volume de um cilindro cujo raio da base mede 10 cm e cuja altura
mede 20 cm é o mesmo de um paralelepipedo de base quadrangular cujo lado mede

4314 cm e cuja altura mede 20 cm. Isso confere com o Principio de Cavalieri.

(Considere 1 = 3,14.)

Nesta atividade se trabalhou a percepc¢éo, com o preenchimento do espaco, e
a visualizacao.
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4.1.4. Volume da Piramide
Observe as figuras contidas na Figura 3 a seguir.

Figura 3-llustracéo do volume da pirdmide

¢ : d

D B4 C

> 4

Fonte: Balestri (2016, p. 72)

Observe que do prisma foram recortadas 3 piramides, com as mesmas dimensofes.
Logo o volume de cada uma delas € 1/3 do volume do prisma que lhes deu origem.
Como o volume do prisma é area da base x altura, o volume da piramide é base x
altura dividido por 3. Entédo

V piramide = (0.h)/3

Exercicio de aplicacao da férmula

Uma férma de picolé tem o formato inusitado de uma piramide triangular cuja altura €
8 cm e cuja base mede 3cm?. Qual é o volume de liquido para encher a forma?

Nesta atividade se trabalhou a visualizagéo e a percepc¢ao, habilidades que auxiliaram
identificar as caracteristicas das figuras planas, para melhor compreenséo do volume.
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4.1.5. Volume do cone
Observe a Figura 4, a seguir.

Figura 4-llustrando o volume do cone com o Principio de Cavalieri

A A
///Cé\ /ﬁ\ —
e ey
/

\_ S
[—

Fonte:https://br.images.search.yahoo.com/search/images; ylt=A2KLfRbU7R9bRIkA4
DLz6Qt.;_ylu=X30DMTByMjB0aG5zBGNvbG8DYmYxBHBvcwMxBHZ0aWQDBHNIY
WNzYw--?p=princ%C3%ADpio+cavalieri&fr=mcafee

Pelo Principio de Cavalieri, o volume do cone (V.) é igual ao volume da piramide
(Vp), isto &,

V, = (drea da base x altura)/3 . Como a area da base do cone é 1r?, o volume do
cone é

Ve = 1r?/3.

Exercicio de aplicacdo da formula

Qual é o volume de um sorvete no formato de cone cujo raio da base mede 3 cm e
cuja altura mede 8 cm?

Nesta atividade se trabalhou a percepcéo. Dois participantes da pesquisa salientaram
gue a atividade era interessante, porém ndo suficiente para que o aluno aceitasse a
férmula para o célculo do volume do cone com o uso do Principio de Cavalieri.
Sugeriram atividades préticas para que o aluno pudesse visualizar.
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4.1.6 Volume da esfera

Pode ser obtido também como aplicacdo do Principio de Cavalieri. Para isso,
imagina-se um soélido de volume conhecido e tal que secdes produzidas por planos
horizontais na esfera e nesse sélido tenham areas iguais. Observa-se que, em uma
esfera de raio R, uma segdo que dista h do centro é um circulo de area (R?-h?). Mas
€ também a area de uma coroa circular limitada por circunferéncias de raios R e h.
(LIMA, CARVALHO, WAGNER, MORGADO,1998, p. 268).

Figura 5-llustrando o volume da esfera com o Principio de Cavalieri

Fonte: Lima, et al. (1998)

Considera-se uma esfera de raio R apoiada em um plano horizontal e, ao lado,
um cilindro equilatero de raio R com base também sobre esse plano. Do cilindro,
subtraem-se dois cones iguais, cada um com base em uma base do cilindro e vértices
coincidentes no centro do cilindro. O sélido C (chamado clépsidra) é tal que qualquer
plano horizontal distando h do seu centro (ou do centro da esfera) produz uma sec¢éo
gue € uma coroa circular cujo raio externo € R e cujo raio interno é h. Logo o volume
da esfera é igual ao de C.

O volume de C é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraido de dois
cones de raio R e altura R. Isto d&:

TR?2R - 2. 1/3 MR?R = 4/3 TR3 que é o volume da esfera.
Vestera= 4 mR3
3
Fonte: Lima, et al. (1998)
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Exercicio de aplicacdo da férmula.

Calcule o volume de agua para encher um aquario de formato esférico até a metade,
de modo a poder colocar um peixe ornamental, sabendo que o raio mede 15 cm.

Nesta atividade trés dos cinco participantes indicaram que a explicacdo que foi
dada para o célculo do volume da esfera nao foi suficiente para que o aluno aceitasse
a férmula. Sugeriram o uso de tecnologia, recomendaram o uso do GeoGebra. Ao
serem perguntados sobre uma possibilidade de explicacdo do volume da esfera sem
0 uso do computador, esses trés participantes disseram que ndo. Os outros dois
participantes consideraram que a explicacéo que foi dada para o célculo do volume da
esfera foi suficiente para que o aluno aceitasse a férmula.

As atividades deste quarto bloco culminaram com o desenvolvimento de duas

situacdes-problema do ENEM, cujo texto se apresenta a seguir.

(ENEM 2010) Em um casamento, os donos
da festa serviam champanhe aos seus
convidados em tacas com formato de um
hemisfério (Figura 1), porém um acidente na
cozinha culminou na quebra de grande parte
desses recipientes. Para substituir as tacas
guebradas, utilizou-se um outro tipo com
formato de cone (Figura 2). No entanto, os
noivos solicitaram que o volume de
champanhe nos dois tipos de tacas fosse
igual.

(ENEM 2016) Em regides agricolas,
€ comum a presenca de silos para
armazenamento e secagem da
producdo de graos, no formato de
um cilindro reto, sobreposto por um
cone, e dimensdes indicadas na
figura. O silo fica cheio e o transporte
dos gréos é feito em caminhdes de
carga cuja capacidade é de 20 m3.
Uma regido possui um silo cheio e
apenas um caminhdo  para
transportar os graos para a usina de
beneficiamento.
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Figura 2

Figura 1

Considere:

e Vcone =_1 1TR2h

Vestera=4 TR3
3 3

Sabendo que a taca com formato de
hemisfério é servida completamente cheia, a
altura do volume de champanhe que deve
ser colocado na outra taga, em centimetros,
é de

a) 1,33
b) 6,00
c) 12,00
d) 56,52
e) 113,04

Utilize 3 como aproximagao para Tr.

O numero minimo de viagens que o
caminhdo precisara fazer para
transportar todo o volume de graos
armazenados no silo é

a) 6
b) 16
c) 17
d) 18
e) 21.

O objetivo das atividades presentes neste quarto bloco foi desenvolver

habilidades que auxiliassem na compreensédo de situacdes-problema como as

apresentadas, buscando construir/desenvolver habilidades que possam ser Uteis em

situacdes onde se aplica o conhecimento geométrico.

Destaca-se novamente que as atividades apresentadas sdo sugestbes que

podem ser adaptadas para trabalhar/construir/desenvolver/lapidar habilidades basicas

de percepcédo, construcdo, representacdo, concep¢do e visualizacdo, que sao
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requeridas total ou parcialmente em situacdes-problema analisadas para escolha das
propulsoras das atividades construidas nesta pesquisa.

Como este produto educacional é originario da referida pesquisa, reforca-se a
sugestdo de que quem quiser aprofundar a temética de ler, na integra, a dissertacédo
Um estudo de situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco
e forma no ENEM no periodo de 2009 a 2017, no endereco -eletronico:

http://www.ppgedmat.ufop.br/
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Para finalizar

Ao trabalhar com colegas testando atividades para alunos, pude ver, com ajuda
de outros olhos, 0 que eu e minha orientadora tinhamos construido. Ao delimitar o0s
assuntos a serem abordados sabiamos que estdvamos fazendo um pequeno recorte na
Geometria. No entanto imaginamos que este pequeno recorte possa ser Gtil e inspirar
outros professores a construir também atividades que busquem desenvolver ou lapidar
habilidades (auxiliares ou ndo) que possam ser proveitosas para os alunos.

As situacdes-problema que envolvem o conhecimento geométrico de espaco e
forma requeridas no ENEM, no periodo da pesquisa que originou a dissertacdo e este
produto educacional, requerem habilidades auxiliares. Outra conclusdo que foi feita
pela maioria dos participantes é que nem sempre cada questdo do ENEM corresponde
apenas a uma habilidade da Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias.

Assim, torna-se necessario, para dar maiores oportunidades aos alunos,
trabalhar com atividades que permitam desenvolver habilidades, incluidas as auxiliares,
e ndo simplesmente cuidar da habilidade que esta indicada pela Matriz de Referéncia,
maximizando suas chances de sucesso.

Uma forma de construir e solidificar o conhecimento pode ser planejar cada
passo da trajetoria. Ao selecionar questbes, devem ser escolhidas atividades que
capacitem os resolvedores a usar o raciocinio de forma eficiente.

Ao buscar atividades que auxiliassem o desenvolvimento de uma habilidade
especifica, este produto educacional procurou uma forma diferente de trabalhar, usando

orientagdes criativas para professores e alunos.
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