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RESUMO

Nesse estudo, técnicas de campo são utilizadas para deter-
minar o coeficiente de dispersão longitudinal, E

L
, que é um 

parâmetro presente nos modelos Fickianos. Esses modelos 
explicam como a concentração de um poluente decai enquanto 
transportado pelo rio. No cálculo de E

L
 é aplicado o método 

da propagação (routing procedure) corrigido para considerar a 
perda do traçador. Uma equação semi-empírica de previsão de 
E

L
 é deduzida a partir de modelo de turbulência e da aplicação 

da análise dimensional. A equação é ajustada aos dados de 
campo pela técnica de regressão linear múltipla. A equação 
estima o coeficiente E

L
 com base nas características físicas e hi-

dráulicas facilmente mensuráveis dos corpos de água naturais. 
São apresentados também resultados da aplicação do modelo 
proposto utilizando-se dados disponíveis na literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Dispersão longitudinal, traçador, 
qualidade da água.

ABSTRACT

In this study, field techniques are used to determine the 
longitudinal dispersion coefficient, E

L
, which is a parameter of 

Fickian models. These models explain how the concentration of 
a pollutant decays while is carried by the river. In the calculation 
of E

L
, the propagation method (routing procedure) corrected by 

tracer loss is applied. A semi-empirical equation that forecasts E
L

is deduced from the turbulence model and dimensional analysis 
application. The equation is adjusted using multiple linear 
regression technique with field data. The equation estimates E

L
based on easily measurable physical and hydraulic characteristics 
of natural water bodies. The paper also presents results on the 
application of the proposed model based on data available in 
the literature.

KEYWORDS: Longitudinal dispersion, tracer, water quality.

INTRODUÇÃO

A utilização de modelos de qua-
lidade da água em ambientes naturais 
é uma ferramenta de grande utilidade 
para o gerenciamento dos recursos 
hídricos. No caso do transporte de 
poluentes em cursos de água naturais, 
a equação da advecção-dispersão é 
amplamente utilizada na sua forma 
unidimensional para prever a distribui-
ção espacial e temporal da substância 
dissolvida, quer o lançamento tenha 
ocorrido intencional ou acidentalmen-
te. Entre os parâmetros importantes 
desses modelos está o coeficiente de 
dispersão longitudinal, E

L
, que mede a 

maior ou menor facilidade encontrada 

pelo curso de água natural para disper-
sar o poluente que em suas águas se 
dissolva. Nas aplicações com modelos 
de qualidade da água em que E

L
 deve 

ser conhecido, destacam-se os estudos 
voltados para a avaliação do impacto 
ambiental causado pelo lançamento de 
resíduos de natureza industrial ou de 
origem doméstica.

Equação da advecção-
dispersão

No campo da modelagem da qua-
lidade da água em rios, para descrever os 
mecanismos de transporte e dispersão 
de poluentes é necessário combinar o 
efeito da difusão molecular, responsá-

vel pela mistura devida ao movimento 
browniano das partículas, da difusão 
turbulenta, causada pela turbulência 
presente nos escoamentos naturais, e 
da advecção diferenciada, conseqüên-
cia da não uniformidade dos perfis de 
velocidade do escoamento. A despeito 
do grau de complexidade envolvido na 
consideração dos efeitos determinantes 
no processo de transporte de massa em 
cursos de água naturais, a formulação 
matemática diferencial é bastante sim-
plificada pela introdução do conceito 
de dispersão longitudinal. O balanço 
de massa tem os fluxos regidos pela lei 
de Fick e produz a conhecida equação 
da advecção-dispersão que, na forma 
unidimensional se escreve como:
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Em termos práticos, quando se 
empregam os métodos diretos em 
estudos de campo, tem-se o problema 
de definição do comprimento da zona 
advectiva, L

x
, dentro da qual a mistura 

lateral ainda não é completa e, rigoro-
samente, a Eq.(4) ainda não se aplica. 
Somente após uma distância suficien-
temente grande da seção de injeção 
do traçador é que a mistura torna-se 
completa, quando então a equação da 
advecção-dispersão torna-se válida e os 
métodos diretos de quantificação de 
E

L
 são aplicáveis. O comprimento L

x
é estimado pela Eq.(5), adaptada de 
Fischer et al (1979), apud Barbosa Jr., 
Silva & Giorgetti (1999):

em que U = velocidade média; 
B = largura média do trecho de mis-
tura; H = profundidade média do 
escoamento; S = declividade do canal, 
para as grandezas escritas no Sistema 
Internacional de Unidades.

Fórmulas práticas de 
estimativa de EL

Embora os métodos de determi-
nação direta do coeficiente de dispersão 
longitudinal produzam os valores mais 
confiáveis do parâmetro, razões associa-
das ao custo de realização dos ensaios de 
campo e necessidade de pessoal técnico 
qualificado, fazem com que se utilizem 
formulações práticas de previsão de 
E

L
. Estas formulações são equações 

simples de natureza empírica e semi-
empírica, que relacionam o coeficiente 
E

L
 com quantidades físicas facilmente 

mensuráveis, como a profundidade e a 
largura média, a declividade e a velo-
cidade média do escoamento. Entre as 
fórmulas práticas encontradas na litera-
tura, destacam-se as equações de Elder, 
McQuivey & Keefer, Fischer, Liu, 
Beltaos, Nikora & Sukhodolov, Vargas 
& Mellado, Seo & Cheong, Koussis & 
Rodrigues-Mirasol e Kasherfipour & 
Falconer. Algumas aplicações com as 
fórmulas práticas foram realizadas por 
Devens (2006).

METODOLOGIA

Estudos de campo

O objetivo do presente trabalho 
foi implementar a técnica de campo 

onde E
L
 = coeficiente de dispersão 

longitudinal; U e C = valores médios 
de velocidade e concentração, res-
pectivamente; t = tempo em que o 
processo se desenvolve ; x = direção do 
escoamento.

Uma solução da Eq.(1) de interes-
se para este estudo é decorrente de uma 
injeção instantânea da massa M de uma 
substância (traçador), uniformemente 
distribuída em uma seção transversal 
de área A, localizada na posição x = 0, 
para as seguintes condições iniciais e 
de contorno

em que (x) indica a função delta 
de Dirac, que possui as seguintes 
propriedades:

Nessas condições, tem-se como 
solução fundamental da Eq.(1)

Método de determinação 
direta de EL

Os procedimentos de obtenção 
direta do coeficiente de dispersão 
longitudinal baseiam-se no trata-
mento matemático das distribuições 
temporais da concentração, geradas 
em teste de campo conduzido com 
traçador artificialmente injetado no 
curso de água. Entre os procedimentos 
de obtenção direta do coeficiente de 
dispersão longitudinal destacam-se 
o método dos momentos, o método 
da propagação ou routing procedure,
os métodos gráficos de Krenkel e de 
Chatwin, e dois outros métodos sim-
ples, que se baseiam nas propriedades 
da solução fundamental da equação da 
advecção-dispersão e são denominados 
método da concentração de pico e 
método da concentração de referência 
ou coroa de concentração. Em Barbosa 
Jr. et al (2005a, 2005b) é apresentada a 
metodologia de cálculo e aplicação.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

de quantificação do coeficiente de 
dispersão longitudinal, com o uso de 
traçador salino, para produzir os dados 
necessários à construção de um modelo 
matemático de previsão deste coeficien-
te. Para isso, quinze testes de campo 
foram realizados em pequenos cursos 
de água naturais da região de Ouro 
Preto – MG: onze testes no córrego da 
Capela, num trecho localizado aproxi-
madamente em torno das coordenadas 
43º40’ de longitude Oeste e 20º22’ de 
latitude Sul; dois testes no Córrego da 
Chapada, em um trecho próximo ao 
distrito da Chapada e em torno das 
coordenadas 43º33’ de longitude Oeste 
e 20º29’ de latitude Sul; e dois outros 
testes no córrego do Maracujá, num 
trecho aproximadamente em torno 
das coordenadas 43º23’ de longitude 
Oeste e 20º12’ de latitude Sul. No 
processamento e análise dos dados de 
campo, constatou-se que nos últimos 
dois testes o comprimento reservado 
para a mistura lateral do traçador foi 
insuficiente, razão pela qual os resul-
tados destes dois estudos não foram 
empregados na construção do modelo 
matemático de regressão.

Nos testes de campo, o traçador 
utilizado foi o cloreto de sódio, tendo 
sido explorada a medida da condutivi-
dade elétrica do meio hídrico na obten-
ção dos valores da concentração. Em 
todos os testes, como forma de reduzir 
o comprimento de mistura, o traçador 
foi lançado sempre no eixo do canal. 
Para o lançamento, duas variações da 
técnica foram utilizadas: 1) injeção 
instantânea, que é o simples derrama-
mento de uma solução concentrada no 
ponto de injeção; e 2) injeção contínua 
de curta duração, que é o lançamento 
a uma taxa constante e mediante o 
emprego de um vaso de Mariotte. A 
amostragem da nuvem em dispersão 
foi realizada em duas estações a jusante 
do ponto de despejo, distanciadas 
entre si de uma extensão que definiu o 
comprimento do trecho de teste. Com 
base na amostragem realizada em cada 
estação, foram construídas as curvas 
de concentração versus tempo (curvas 
de resposta), que retratam a passagem 
da nuvem do traçador pelos postos de 
amostragem. No planejamento do teste, 
a distância do ponto de lançamento 
até a primeira seção de amostragem foi 
estimada com base na Eq.(5).

Para a obtenção das características 
geométricas do escoamento, foram 
feitos os levantamentos batimétricos 
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e altimétricos dos trechos de testes. 
As medidas de vazão foram realizadas 
com o uso de vertedor de soleira fina e 
método da diluição, método este deta-
lhadamente apresentado em Barbosa Jr., 
Silva & Giorgetti (1999). A velocidade 
média foi obtida com base nas medidas 
da distância entre as seções e dos tempos 
característicos das curvas de resposta.

Procedimento de cálculo 
do coeficiente de dispersão 
longitudinal

Para este estudo, na obtenção do 
coeficiente de dispersão longitudinal 
foi adotado o método da propagação 
(routing procedure), que é o mais preciso 
dos métodos diretos de determinação de 
E

L
 a partir de dados de campo, e que 

apresenta a vantagem de independer da 
forma de injeção do traçador e é capaz 
de superar as dificuldades associadas 
às longas caudas nas distribuições de 
concentração. Por se basear numa 
equação diferencial linear (Eq.1), o 
método utiliza o princípio da super-
posição para gerar, por meio da apli-
cação de uma integral de convolução 
da distribuição inicial, a distribuição 
da concentração na seção de jusante. 
No procedimento, que utiliza a “hi-
pótese da nuvem congelada”, vista em 
Rutherford (1994), cada elemento de 
massa da distribuição da concentração 
de montante, , pro-
duz uma solução elementar do tipo da 
Eq.(4): a soma das soluções elementares 
produz a distribuição da concentração 
de jusante, . De acordo com 
French (1985), a concentração na seção 
x

B
 de jusante, num instante t, é escrita 

conforme a equação (6), em que =
variável temporal auxiliar de integração; 

= tempos médios de passagem 
da nuvem do traçador pelas seções de 
montante e jusante, respectivamente, 
contados a partir do instante da injeção 
do traçador; e U = velocidade média do 
escoamento.

Na pesquisa do valor de E
L
, a inte-

gração é efetuada para diferentes valores 
deste coeficiente. O valor procurado 
de E

L
 é o que minimiza o quadrado 

médio das diferenças entre os valores 
medidos, , e os estimados, 

, que é o erro médio quadrado, 
emq, definido na equação (7)

(6)

sendo N o número de leituras da con-
centração na seção x

B
.

Como em situações reais de campo 
sempre é verificada uma perda de traça-
dor, as concentrações foram corrigidas 
para a massa de traçador recuperada, 

, sendo Q a vazão do 

escoamento. No trecho de teste, duran-
te todo o tempo de realização do ensaio 
de campo a vazão manteve-se constan-
te. Por isso, na aplicação do método 
da propagação foi suficiente dividir 
a concentração C(x,t) pela área sob a 

curva de resposta, ,

definindo-se assim a variável normali-
zada , que na 
Eq.(6) substitui a concentração. O uso 
da variável normalizada torna as áreas 
sob as curvas y versus t das seções de 
montante e jusante iguais à unidade, à 
semelhança de uma função densidade 
de probabilidade.

No gráfico da Figura 1(a), referido 
ao teste 5, são representadas as curvas de 
y versus t para as seções de montante e 
de jusante. Na seção de jusante, a linha 
contínua é o resultado da aplicação da 
integral de convolução com o valor de 
E

L
 resultante do melhor ajuste. Este 

E
L
 foi encontrado por tentativa e erro, 

apoiando-se ainda no gráfico da Figura 
1(b), que mostra o comportamento do 
erro médio quadrado, emq, em função 
do E

L
. O valor de E

L
 que produz o 

melhor ajuste é aquele para o qual o 
valor de emq é mínimo, que se obtém 
de d(emq)/dE

L
=0.

Análise dimensional

Para o problema da mistura do 
traçador ou poluente no escoamen-
to turbulento da água, procurou-se 
inicialmente fazer a identificação dos 
parâmetros intervenientes no fenômeno 
da dispersão. Para isso, considerou-se 
a importância das escalas de compri-
mento da turbulência no processo de 
mistura. Estas escalas, que têm papéis 
distintos, são baseadas no conceito de 
que grandes turbilhões são os portado-
res de energia, ao passo que pequenos 
turbilhões são responsáveis pela sua 

(7)
dissipação. De acordo com Brodkey 
(1967), para as escalas assumiu-se que 
os grandes turbilhões são da ordem da 
dimensão geométrica do escoamento, 
enquanto os pequenos turbilhões se-
riam representados pela microescala de 
comprimento de Kolmogoroff. Assim, 
o processo de mistura do traçador ou 
poluente seria influenciado pelas carac-
terísticas geométricas, definidas pela lar-
gura (B) e profundidade do escoamento 
(H), ou pelo raio hidráulico (R

H
), e pela 

velocidade média do escoamento (U), 
massa específica da água ( ), viscosida-
de cinemática da água ( ) e velocidade 
de cisalhamento .
Com base nessas quantidades, para E

L
como variável dependente, exprimiu-se 
a relação

Com base em Fox & Mcdonald 
(1981), para aplicar o teorema  ou 
de Buckingham as dimensões L, M e 
T foram tomadas como fundamentais 
na especificação das dimensões de cada 
um dos sete parâmetros envolvidos: 
[E

L
]=L2T-1;  [U]=LT-1;  [B]=L;  [H]=L;  

[u
*
]=LT-1;  [ ]=L-3M;  [ ] = L2T-1. Es-

colhidos , u
*
 e H como parâmetros 

repetitivos, com sete parâmetros dimen-
sionais e três parâmetros repetitivos, 
restaram quatro grupos adimensionais 
a determinar:

que após serem escritos e resolvidos 
produziram , ,

 e  .  A 
Eq.(9) foi, então, reescrita na forma

ou

RESULTADOS E 
DISCUSSÃO

Análise de regressão

Considerando a relação definida 
pela análise dimensional, conforme a 
Eq.(11), foi adotado um modelo de 
potência para descrever a relação de de-
pendência entre as variáveis, segundo

(8)

(9)

(10)

(11)



propagação (Teste 5, Córrego da Capela,  em 12 de outubro de 2000)
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Para a aplicação da técnica numéri-
ca de regressão linear múltipla, a Eq.(12) 
foi reescrita na forma logarítmica

que é do tipo:

sendo , a, b e c os quatro 
coeficientes a determinar.

A regressão foi realizada com base 
nos dados gerados dos experimentos 
de campo, resumidos na Tabela 1. Para 
os quinze testes de campo realizados, a 
tabela apresenta os valores de E

L
 calcu-

lados pelo método da propagação, bem 
como as características geométricas e 
hidrodinâmicas dos cursos de água e as 
grandezas adimensionais consideradas 
relevantes. A aplicação da técnica nu-
mérica de regressão múltipla produziu

com .
Para verificar a qualidade do mo-

delo ajustado à base de dados resumida 
na Tabela 1, foi feita uma avaliação 
do coeficiente de determinação, r2, e 
aplicado o teste estatístico F. No ajuste, 
foi encontrado um coeficiente de de-
terminação r2 = 0,98, o que sugere que 
a função linear da Eq.(13), ou (14), é 
adequada. O valor calculado da esta-
tística F foi igual 318,96, que deve ser 
comparado com a distribuição teórica. 
No nível de significância  = 0,1%, 
com p = 3 variáveis independentes, para 
N = 13, o número de graus de liber-
dade é . Conforme 
Box, Hunter & Hunter (1978), para 

 = 0,1%,  = 9 e p =3, o valor de F 
da distribuição teórica é igual a 129,9, 
o que indica que a regressão pode ser 
aceita com 100 (1- )% = 99,9% de 
confiança.

Extensão da aplicação do 
modelo de regressão a 
outros estudos

A fim de testar a aplicabilidade do 
modelo de regressão proposto através da 
Eq.(15), foram considerados os dados 
de outros estudos de campo realizados 
por Barbosa Jr. (1997), em cursos de 
água naturais da bacia do rio Jacaré-
Guaçu, na região de São Carlos, SP, e 
também em um canal urbano na cidade 
de Poços de Caldas, MG. A Tabela 2 
apresenta um resumo das características 
geométricas e hidrodinâmicas dos tre-
chos de teste, bem como as grandezas 
adimensionais correspondentes.

Os gráficos da Figura 2 servem 
para a visualização da qualidade das 
previsões feitas pela Eq.(15), bem como 
para avaliar a capacidade do modelo em 
descrever o comportamento do coefi-
ciente de dispersão em outros cursos de 
água. Os gráficos mostram os resultados 
de  em termos dos adimen-
sionais ,  e , para 
os dados da Tabela 1 (este estudo) e 
da Tabela 2 (estudos de Barbosa Jr., 
1997). A linha pontilhada corresponde 
à linha de tendência construída com o 
modelo da Eq.(15). A Figura sugere 
uma razoável adequação do modelo 
da Eq.(15) aos dados de Barbosa Jr., 
quando os gráficos do coeficiente de 

(12)
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Figura 1 – (a) Valores medidos das concentrações normalizadas (y) nas 
estações de montante e jusante e estimados pelo método da propagação. 
(b) Valores de emq x E

L
 empregados para encontrar o E

L
 pelo método da 

(13)

(14)

(15)
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A Eq.(18) parece sugerir uma fraca 
relação de dependência entre o coefi-
ciente de dispersão e a declividade da 
linha da água, S. Isto, provavelmente, 
decorre do fato das variáveis do segundo 
membro da Eq.(18) não serem inde-
pendentes. Com efeito, da equação de 
Manning, conforme Chow (1973),

em que n = coeficiente de rugosidade de 
Manning. Combinando as Eqs.(18) e 
(19), e considerando o interesse em ex-
pressar a relação em termos das variáveis 
mais facilmente obteníveis, temos:

que é uma forma alternativa de esta-
belecer a equação do coeficiente de 
dispersão longitudinal em termos de 
quantidades geométricas, a exceção do 
coeficiente de rugosidade de Manning. 
Na forma em que são apresentadas as 
Eqs.(18) ou (20), tem-se uma expres-
são que se propõe que seja útil para a 
realização de previsões do coeficiente de 
dispersão longitudinal de pequenos cur-
sos de água naturais. Dada a natureza 
semi-empírica do modelo construído, 
e para maior confiança dos resultados, 
a aplicação da equação deve, natural-
mente, se restringir aos cursos de água 
de características físicas semelhantes 
àqueles aqui estudados.

Modelo escrito em termos 
de quantidades facilmente 
mensuráveis

Considerando o valor da visco-
sidade cinemática da água em tem-
peraturas próximas a 20ºC, isto é, 

 1 x 10-6 m2/s, a Eq.(15) pôde ser 
reescrita. Em unidades SI, explicitando 
para E

L
,

Ainda, em termos de variáveis 
facilmente mensuráveis,

e

dispersão longitudinal adimensional 
são construídos para os adimensio-
nais  (Figura 2a) e  (Figura 
2b) nas abscissas. Contudo, quando 

 é plotado em função de 
, nota-se um sensível afastamento 

de alguns pontos da linha de tendência. 
Os pontos que mais se afastaram dessa 
linha de tendência foram identificados 
como referidos aos testes realizados em 
um canal urbano. Assim, excluídos os 
dados do canal urbano, e a despeito 
das características geométricas e hidro-
dinâmicas dos cursos de água naturais 
ensaiados por Barbosa Jr. extrapolarem 
os intervalos deste estudo, os gráficos da 
Figura 2 ainda sugerem a aplicabilidade 
do modelo adimensional de regressão 
da Eq.(15) também para aqueles cursos 
de água naturais.
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CONCLUSÕES

Considerada a importância prática 
de se conhecer um modelo confiável 
de previsão do coeficiente de dispersão 
longitudinal para pequenos cursos de 
água naturais, foi proposta uma equa-
ção simples que relaciona o coeficiente 
com as características geométricas 
e hidrodinâmicas do escoamento. 
Apoiando-se na análise dimensional, o 
modelo foi ajustado baseando-se em 13 
dos 15 testes de campo realizados por 
Devens (2006) em pequenos cursos 
de água naturais da região de Ouro 
Preto/MG. 

Na aplicação do teorema de 
Buckingham, algumas considerações 
foram feitas no sentido de incorporar 
ao modelo as grandezas relevantes no 
processo de mistura do traçador ou 
poluente. Uma vez que os escoamen-
tos em cursos de água naturais são 
francamente turbulentos, as grandezas 
foram escolhidas tomando-se por base a 
importância da macro e da microescala 
de comprimento da turbulência no 
processo de mistura.

A estimativa dos parâmetros do 
modelo foi feita pela aplicação da 
técnica numérica de regressão linear 
múltipla, empregando-se a transforma-
ção logarítmica do modelo proposto. 
A qualidade do ajuste da equação foi 
medida pelo coeficiente de correlação 
(r2 = 0,98), sugerindo que a função 
transformada linear é adequada. A apli-
cação do teste F comprovou a adequabi-
lidade do modelo, tendo sido rejeitada a 
hipótese de nulidade dos parâmetros no 
nível de significância  = 0,1%, o que 
indicou que a regressão pode ser aceita 
com 99,9% de confiança.

Os resultados de campo, ilustrados 
nos gráficos da Figura 2, compro-
varam a dependência do coeficiente 
de dispersão adimensional 
da razão de aspecto, B/H, de um 
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Julimara Alves Devens 
Instituto de Ciências Exatas e 
Biológicas da UFOP
Campus Morro do Cruzeiro
35400-000 - Ouro Preto
MG - Brasil
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E-mail: julimaradevens@yahoo.

fator de velocidade, , e de uma 
definição do número de Reynolds 
referido à velocidade de cisalhamento, 

. Uma tentativa foi feita no 
sentido de estender a aplicação do mo-
delo de regressão deste estudo a outros 
cursos de água. Os testes escolhidos 
para a verificação da aplicabilidade 
do modelo foram aqueles relatados 
nos estudos realizados por Barbosa Jr. 
(1997), em cursos de água naturais 
e em um canal urbano. Os cursos de 
água ensaiados por Barbosa Jr. (1997) 
possuem características geométricas e 
hidrodinâmicas que extrapolam aquelas 
do presente estudo, mas os gráficos da 
Figura 3 sugeriram, excetuado o caso do 
canal urbano, que o modelo da Eq.(15) 
ainda é razoavelmente aplicável.

As Eqs.(18) e (20) foram escritas 
em termos de quantidades facilmente 
mensuráveis. Para uso prático dessas 
equações, sugere-se observar os limites 
impostos pelas condições de campo de 
escoamentos similares às dos corpos de 
água aqui estudados.
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