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Modelo de Otimização de Portfólios Restrito: Um

Modelo Para Custos Para B3 e Um Estudo do Impacto

das Restrições de Cardinalidade e Fronteira

Resumo

Observa-se na literatura, um grande esforço no desenvolvimento dos modelos de oti-

mização de portfólios buscando formas melhores de mensuração de risco ao mesmo

tempo em que se buscam adicionar restrições que tornam os mesmos mais próximos

de uma aplicação prática pelos investidores. Entretanto, formas de mensuração de risco

mais elaboradas e novas restrições tendem a tornar os algoritmos de otimização mais

complexos se fazendo necessário buscar um equiĺıbrio entre um modelo mais reaĺıstico e

um tempo de execução computacional que seja aceitável. Além disso, o mercado de ações

do Brasil possui algumas peculiaridades tributárias que podem influenciar nos resulta-

dos práticos obtidos pelo investidor, mas não foram encontrados na literatura nenhum

trabalho que aborde essa especificidade. Assim, esse trabalho propõe uma modelagem

matemática para o cálculo de custos de transação e tributação voltado para o mercado

de ações do Brasil que é apresentado num modelo de otimização de portfólios usando o

MAD que considera os custos de transação sujeito as restrições de cardinalidade e de

fronteira. Para os testes são utilizados os algoritmos NSGA-II e SPEA2 e procurou-se

mensurar o impacto de cada restrição individualmente na qualidade das fronteiras Pa-

reto e no tempo de execução do algoritmo. Notou-se que o NSGA-II apresentou uma

vantagem em relação ao SPEA2 ; que apesar dos custos de transação impactarem no

tempo de execução do algoritmo, a qualidade das fronteiras Pareto obtidas são muito

próximas. Por fim, observou-se que enquanto a restrição de cardinalidade apresentou

um impacto mais significativo nas métricas estudas a restrição de fronteira não teve um

impacto menos relevante.
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Restricted Portfolio Optimization Model: A Cost Model

for B3 and a Study of the Impact of Cardinality and

Boundary Constraints

Abstract

There is a significant effort in the literature to develop portfolio optimization models

that seek better ways to measure risk while adding constraints that make them closer to

practical applications by investors. However, more elaborate risk measurement methods

and new constraints tend to make optimization algorithms more complex, requiring a

balance between a more realistic model and an acceptable computational execution time.

In addition, the Brazilian stock market has some tax peculiarities that can influence

the practical results obtained by investors, but no work was found in the literature

that addresses this specificity. Thus, this work proposes a mathematical modeling for

calculating transaction and taxation costs aimed at the Brazilian stock market, which is

presented in a portfolio optimization model using MAD that considers transaction costs

subject to cardinality and boundary constraints. The NSGA-II and SPEA2 algorithms

are used for testing, and the impact of each constraint is measured individually on the

quality of the Pareto frontiers and the algorithm’s execution time. It was noted that

NSGA-II presented an advantage over SPEA2, and although transaction costs impacted

the algorithm’s execution time, the quality of the obtained Pareto frontiers is very close.

Finally, it was observed that while the cardinality constraint presented a more significant

impact on the studied metrics, the boundary constraint had a less relevant impact.
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mas sobretudo por Ele ter abençoado minha vida colocando no meu caminho as pessoas

as quais agradeço e dedico essa dissertação:
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custos de transação (Peŕıodo: Junho/2022) . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.7 Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e considerando
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Caṕıtulo 1

Introdução

Selecionar um portfólio de investimentos é uma prática bastante comum nos dias atuais,

podendo ser utilizada desde pequenos investidores individuais até grandes investidores

profissionais, como bancos e fundos de investimento (Ponsich et al.; 2013). A principal

ideia da seleção de portfólios é alocar o capital em diferentes ativos financeiros, de forma

a diluir os riscos e ao mesmo tempo maximizar os posśıveis retornos (Akbay et al.; 2020).

Sabe-se, porém, que risco e retorno são objetivos conflitantes, ou seja, os ativos com

maiores potenciais de retorno tendem a apresentar um risco maior. De acordo com Mar-

kowitz (1952), ao otimizar um portfólio, o investidor deseja maximizar o retorno para um

dado ńıvel tolerado de risco ou minimizar o risco para um dado retorno desejado. Dessa

forma, o problema de seleção de portfólios pode ser modelado como um problema mono-

objetivo, maximizando o retorno esperado ou minimizando o risco ou, ainda, como um

problema de otimização multiobjetivo, onde deseja-se maximizar os posśıveis retornos e

ao mesmo tempo minimizar o risco.

A primeira formulação matemática para o problema de otimização de portfólios foi

o modelo Mean-Variance (M-V ) apresentado por Markowitz (1952). Apesar de ser

um grande marco para teoria de finanças e ser amplamente utilizado nos trabalhos

acadêmicos, o modelo proposto por Markowitz é pouco utilizado em aplicações práticas

(Dastkhan et al.; 2011). As principais causas da baixa aplicabilidade prática do mo-

delo M-V são a alta complexidade computacional relacionada à resolução do problema

quadrático e o grande número de parâmetros necessários, como a matriz covariância

dos ativos, o que torna inviável a sua aplicação em problemas com grande número de

ativos e faz com que os pesquisadores passem a buscar por modelos alternativos com

3



4 Introdução

complexidade linear como o Mean Absolute Deviation (MAD) (Mansini and Speranza;

1999).

A partir da formalização inicial do problema de otimização, diversos pesquisado-

res apresentaram formulações alternativas para o modelo de mensuração de riscos e

inclúıram novas restrições ao modelos, a fim de torná-los mais reaĺısticos, facilitando

posśıveis aplicações práticas pelos investidores. Nos trabalhos de Ertenlice and Kalayci

(2018); Metaxiotis and Liagkouras (2012) observa-se que as restrições adicionais que

vem sendo tratadas com maior frequência pela comunidade cient́ıfica são: restrição de

cardinalidade, restrição de fronteira, custos de transações e transações com lotes inteiros,

sendo as duas primeiras mais recorrentes.

A restrição de cardinalidade limita o número máximo de ativos que podem compor o

portfólio, buscando reduzir os custos operacionais e assim melhorando seu desempenho

(Kaucic; 2019). A restrição de fronteira limita as quantidades máximas e mı́nimas de

capital alocados por ativo, o que pode ajudar também na redução da quantidade de ativos

do portfólio, diminuindo o seu custo prático ao mesmo tempo que garante uma diluição

do risco entre os diferentes ativos dispońıveis (Ehrgott et al.; 2004). Já a utilização dos

custos de transação busca incorporar ao modelo as diversas taxas relacionadas à compra

e venda dos ativos como corretagem e impostos, fazendo os modelos mais reaĺısticos,

pois na prática os custos podem impactar no rendimento real do portfólio (Ertenlice

and Kalayci; 2018).

Entretanto, ao trazer modelos de mensuração de retorno esperado e de risco mais

elaborados e complexos e ao adicionar restrições que tornam os modelos de otimização

de portfólios mais reaĺısticos, pode ocorrer um grande aumento na complexidade com-

putacional. Com isso, faz-se necessário entender o impacto de cada restrição no tempo

de execução e na qualidade das fronteiras Pareto obtidas, a fim de buscar um equiĺıbrio

entre um modelo de otimização reaĺıstico e um tempo de execução aceitável dado o

grande dinamismo na variação de preços dos ativos.

Dada a complexidade do problema de otimização de portfólios, observa-se que os

Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo (AEMs) têm sido uma abordagem comum nos tra-

balhos publicados na literatura especializada (Gunjan and Bhattacharyya; 2022). No

trabalho de Anagnostopoulos and Mamanis (2011) é apresentado um estudo compa-

rativo de diversos AEMs na solução do modelo M-V com restrição de cardinalidade,

tendo sido observado que o Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II )

(Deb et al.; 2000) e o Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2 (SPEA2 ) (Zitzler et al.;
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2001) apresentaram melhores resultados.

Diante do contexto apresentado anteriormente, na tentativa de analisar um modelo

prático de otimização de portfólios, esta pesquisa apresenta um estudo de caso de uti-

lização do MAD para estimar o risco dos ativos. Para deixar o modelo teórico mais

próximo da aplicação prática, este trabalho propõe um modelo de custos de transação

e tributação que considera as peculiaridades da legislação brasileira para cálculo de im-

postos na compra e venda de ações da bolsa brasileira, a Brasil, Bolsa, Balcão (B3 ).

Na resolução do modelo são utilizados os algoritmos NSGA-II e SPEA2 de forma a

se permitir uma comparação entre eles. Além disso, são apresentados estudos do im-

pacto das restrições de cardinalidade, fronteira e custos de transação incluindo os custos

tributários, no tempo de execução e na qualidade das fronteiras Pareto. Por fim, nos tes-

tes do modelo proposto são utilizados dados históricos de ações de empresas brasileiras

listadas na B3.

Essa abordagem é interessante por trazer uma aplicação prática utilizando dados

reais da B3, associada a uma modelagem linear usandoMAD e a uma abordagem usando

um algoritmo multiobjetivo, buscando assim encontrar boas soluções num tempo hábil.

Da análise dos resultados, verifica-se que o NSGA-II obtém resultados muito próximos

ao SPEA-2, mas o primeiro supera o segundo por apresentar um tempo de execução

muito menor. Ao verificar o impacto dos custos de transação nas instâncias de testes

utilizadas, verifica-se que, embora os modelos que consideram os custos de transação

apresentem um tempo de execução maior, o impacto na qualidade das fronteiras Pareto

não é expressivo. Por fim, são analisados os impactos das restrições de fronteira e

de cardinalidade verificando-se que, embora ambas restrições impactem no tempo de

execução e na qualidade das fronteiras Pareto, a restrição de cardinalidade influencia

mais significativamente do que a restrição de fronteira.

1.1 Objetivos

Este trabalho apresenta um modelo de otimização de portfólios sujeito às restrições de

cardinalidade, fronteira e custos de transação e tem como objetivos:

1. Apresentar um modelo para inclusão dos custos de transação voltado para as ações

das empresas brasileiras negociadas na B3, buscando incorporar uma aproximação

dos custos e taxas de corretagem e impostos, considerando a especificidade disposta
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na Lei 9.250/1995 (Brasil; 1995), que prevê a isenção de imposto caso o volume de

vendas seja inferior a R$20.000,00;

2. Verificar o impacto dos custos de transação na qualidade das fronteiras Pareto

obtidas e no tempo de execução do algoritmo;

3. Identificar o impacto da variação dos parâmetros das restrições de fronteira, car-

dinalidade e custos de transação no tempo de execução do algoritmo;

4. Entender o efeito dos parâmetros de cada restrição individualmente na qualidade

das fronteiras Pareto obtidas.

1.2 Justificativa

A principal contribuição pretendida com esse trabalho é a apresentação de um modelo

para incorporação dos custos de transação, voltado para as ações negociadas na B3 e que

inclua os custos de transação e custos tributários. Além disso, busca-se compreender

como cada restrição estudada impacta individualmente e em conjunto às demais no

tempo de execução do algoritmo e na qualidade das fronteiras Pareto obtidas. Acredita-

se que esse trabalho é relevante para tornar os modelos de otimização mais reaĺısticos

e que, por meio dele, se possa entender como a adição de novas restrições impacta os

modelos de otimização de portfólio. Com isso, espera-se obter um modelo mais prático

e próximo da realidade dos investidores, tentando equilibrar um alto grau de realismo

com um tempo de execução computacional que seja aceitável.

Por fim, cabe mencionar que a pesquisa realizada durante o mestrado resultou na

seguinte publicação:

• Chagas, E. C., Freitas, A R. (2022). Modelo de Otimização de Portfólios Restrito

Usando MAD: Um Estudo Do Impacto das Restrições de Cardinalidade e de Fron-

teira. Anais do LIV Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO’22).

URL: https://proceedings.science/p/157407
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1.3 Organização do Texto

O texto encontra-se organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 é apresentada uma

revisão bibliográfica do problema de otimização de portfólios, bem como as diversas

abordagens encontradas na literatura e alguns conceitos importantes para a compreensão

das metodologias adotadas nesse trabalho. No Caṕıtulo 3 é discutida a metodologia

utilizada para tratar o problema de otimização de portfólios e exposto o modelo de

cálculo dos custos de transação e taxação proposto na pesquisa. No Caṕıtulo 4 são

apresentadas as instâncias de testes e os resultados computacionais obtidos. Por fim,

são indicadas as conclusões e propostas de trabalhos futuros no Caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 2

Revisão Bibliográfica

Este trabalho apresenta uma abordagem do problema de otimização de portfólios res-

trito. Assim nesse caṕıtulo será apresentada uma revisão bibliográfica de abordagens

apresentadas na literatura para esse problema.

2.1 O problema de otimização de portfólios

A principal ideia da seleção de portfólios é alocar o capital em diferentes ativos financei-

ros, de forma a diluir os riscos e ao mesmo tempo maximizar os retornos (Akbay et al.;

2020). Normalmente, ao otimizar um portfólio de investimentos deseja-se conseguir uma

alocação de ativos ótima que traga um equiĺıbrio entre risco e retorno, buscando o maior

retorno posśıvel para um dado limite de risco aceito pelo investidor, ou, o menor risco

posśıvel para uma dada expectativa de retorno do investidor.

A formulação genérica adaptada de Skolpadungket et al. (2007) desse problema é

dada por:

argminR(wi), (2.1)

argmaxE(wi). (2.2)

9
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Sujeito a:

C1(wi),

C2(wi),

...

Cm(wi),

i = 1, 2, ..., N.

(2.3)

De maneira geral, sendo o número total de ativos N , o número de restrições igual a

m e wi a porcentagem de capital alocado em cada ativo i, temos nesse modelo que se

deseja minimizar o risco dado por R(wi) (Equação 2.1), maximizar o retorno esperado

E(wi) (Equação 2.2), respeitando as m restrições dadas pelas equações de C1(wi) até

Cm(wi) (Equação 2.3).

Até meados de 1950, a principal metodologia utilizada na seleção de portfólios de

investimentos baseava-se apenas em selecionar os ativos com maior expectativa de re-

torno (Oliveira; 2013). Esse cenário mudou a partir do trabalho de Markowitz (1952) em

que é apresentada a primeira formulação matemática para o problema de otimização de

portfólios. Em seu trabalho, Markowitz considera que o investidor tem aversão a risco

e, por isso, busca uma alocação ótima em que, para uma determinada expectativa de

retorno, obtenha-se o menor risco posśıvel (Ertenlice and Kalayci; 2018).

A primeira formulação matemática para esse problema foi apresentada por Mar-

kowitz (1952) e utilizava a variância como medida de risco não-sistemático do portfólio

(Ertenlice and Kalayci; 2018). Na formulação proposta por Markowitz (1952), modelo

conhecido como Mean-Variance (M-V ), o retorno do portfólio é estimado com base na

média de rendimentos passados dos ativos que o compõe e o risco é mensurado utilizando-

se a variância total do portfólio (Chang et al.; 2000). Ao minimizar a variância espera-se

proteger a carteira de investimentos de fortes variações negativas.

Partindo desse primeiro trabalho, observa-se um grande engajamento da comunidade

cient́ıfica no sentido de trazer cada vez mais avanços ao problema de otimização de

portfólios (Doering et al.; 2019). Ao longo dos anos, com o intuito de responder as

cŕıticas ao M-V diversos trabalhos foram apresentados na literatura como por exemplo

Mean-Absolute Deviation (MAD) (Konno and Yamazaki; 1991), Variance with Skewness
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(VwS ) (Samuelson; 1970), Semi-Variance (S-V ) (Markowitz; 1959), Minimax (MM )

(Young; 1998), Value-at-Risk (VaR) (Jorion; 1997) e Conditional Value-at-Risk (CVaR)

(Rockafellar and Uryasev; 2000).

Para mensuração do retorno esperado, Markowitz (1952) apresenta uma formulação

baseada na média de retornos passados, mas também são encontradas na literatura

abordagens alternativas como retorno médio do último ano (Ehrgott et al.; 2004).

As restrições originalmente acrescentadas ao modelo de otimização de portfólio por

Markowitz são responsáveis por adicionar algumas caracteŕısticas ao modelo, como a

alocação de todo capital dispońıvel e não permitir que existam posições vendidas no

portfólio. Entretanto, com o intuito de fazer os modelos mais próximos da realidade dos

investidores, diversas restrições adicionais foram propostas na literatura como restrição

de cardinalidade, restrição de fronteira, custos de transação e restrição de transações em

lotes inteiros (Ertenlice and Kalayci; 2018).

Por fim, um modelo de otimização de portfólios pode utilizar uma abordagem de

peŕıodo simples, ou seja, otimizando um único peŕıodo de tempo, ou uma abordagem

multi-peŕıodo na qual se deseja otimizar uma série de intervalos de tempo.

Dessa forma, observa-se que os modelos para otimização de portfólios apresentados na

literatura diferem entre si, principalmente no peŕıodo que se deseja otimizar (um único

peŕıodo ou um intervalo multi-peŕıodo); na forma como mensuram o retorno esperado do

portfólio; pela forma com que eles mensuram o risco total da carteira de investimentos;

na função objetivo do modelo; e nas restrições que podem ser adicionadas aos mode-

los para torná-los mais próximos à realidade dos investidores. Assim, neste trabalho,

descreveremos a seguir as diferenças listadas acima, analisando os pontos positivos e

negativos de cada uma delas.

2.1.1 Modelos de peŕıodo simples e peŕıodo múltiplo

São apresentadas na literatura duas abordagens na formulação do problema de oti-

mização de portfólios: a restrita a um único peŕıodo de tempo e a multi-peŕıodo que

busca otimizar um peŕıodo de tempo de T peŕıodos. A principal diferença entre os dois

modelos é que nas abordagens que consideram um peŕıodo único, caso se deseje obter

um portfólio ótimo para o peŕıodo T com n intervalos de tempo t, devem-se realizar n

otimizações independentes para cada intervalo t, enquanto nos modelos multi-peŕıodo

todo peŕıodo T é considerado na instância (Ertenlice and Kalayci; 2018).
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Embora a maioria dos trabalhos apresentados na literatura abordem modelos de

otimização de portfólios considerando um único intervalo de tempo t, a abordagem multi-

peŕıodo pode ser mais adequada à realidade dos investidores, pois na prática deseja-se

estimar o retorno e risco ao longo de um determinado peŕıodo de tempo, incluindo os

posśıveis rebalanceamentos da carteira ao longo desse peŕıodo (Najafi and Mushakhian;

2015).

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3
Períodos

Figura 2.1: Árvore de cenários com 3 estágios. (Fonte: Adaptado de Najafi &
Mushakhian (2015)).

De maneira geral, quando se utiliza a modelagem de tempo multi-peŕıodo criam-se

cenários posśıveis S para cada intervalo t, sendo que a probabilidade da ocorrência de

cada cenário é dada por ps. Na Figura 2.1 é apresentada uma árvore com três estágios,

sendo cada nó um posśıvel cenário. Considerando que a probabilidade de cada cenário

ps = 50% (alta ou baixa do portfólio no intervalo t), ao resolver o modelo espera-se obter

um resultado ótimo para o portfólio para todo peŕıodo T (Najafi and Mushakhian; 2015).

2.1.2 Modelos para mensuração de retorno de portfólios

De maneira geral, tendo m ativos dispońıveis, os modelos de otimização estimam o

retorno do portfólio através do somatório da porcentagem de capital alocado por cada

ativo (wi) pelo retorno esperado do ativo (reti) como mostrado na Equação 2.4. Na
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literatura são apresentadas diferentes maneira para o cálculo do retorno esperado dos

ativos que serão apresentadas a seguir.

E = w1ret1 + w2ret2 + ...+ wmretm. (2.4)

A forma clássica de mensuração de retornos para um ativo financeiro é apresentada

por Markowitz (1952). Nessa formulação, tendo os dados históricos de rendimentos para

um dado peŕıodo de tempo T com n intervalos de tempo t, temos que o retorno esperado

ret pode ser definido por:

ret = p1r1 + p2r2 + ...+ pnrn. (2.5)

Considerando pn a probabilidade do retorno rn ocorrer em cada intervalo de tempo

t, observa-se na Equação 2.5 que se considerarmos que cada retorno rn tem a mesma

probabilidade de ocorrer (1/n), o cálculo do retorno esperado do ativo (ret) pode ser

simplificado para a média dos n retornos passados do ativo ou portfólio (Equação 2.6.

Embora o método baseado no retorno médio seja amplamente utilizado, esse método

pode não obter resultados satisfatórios especialmente quando se tem uma amostra de

dados pequena (Ong et al.; 2005).

ret =
1

n
r1 +

1

n
r2 + ...+

1

n
rn =

r1 + r2 + ...+ rn
n

. (2.6)

São apresentadas também modelos alternativos para mensuração de retorno dos ati-

vos: doze meses de performance (ret12i ), três anos de performance (ret36i ) e dividendo

anual (di) (Ehrgott et al.; 2004).

Sendo ret12i o retorno percentual esperado do ativo i, priceT,1 o preço desse ativo

no intervalo T , considera-se que o retorno esperado do ativo será igual ao retorno dos

últimos doze meses:
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ret12i =
price12,i − price1,i

price1,i
. (2.7)

De maneira similar ao ret12i o ret36i tem o retorno esperado por ativo calculado como:

ret36i =
price36,i − price1,i

price1,i
. (2.8)

Já o modelo de dividendo anual é calculado usando o maior preço do ativo no último

ano (phi ) e o rendimento anual nominal do ativo i (dai = price12,i − price1,i). De forma

que o dividendo anual é dado por:

di =
dai

phi
. (2.9)

2.1.3 Modelos para mensuração de risco de portfólios

Uma medida de risco tradicional associada ao portfólio de investimentos é a variância,

também chamada de volatilidade (Ruttiens; 2013). A ideia central dos modelos baseados

em variância é considerar que os investidores tem aversão ao risco, assim ao minimizar

a variância, espera-se obter uma carteira que não apresenta variações negativas muito

elevadas. Nessa categoria estão inclusos o Mean-Variance (M-V) (Seção 2.1.3), Mean-

Absolute Deviation (MAD) (Seção 2.1.3) e Variance with Skewness (VwS) (Seção 2.1.3).

Uma cŕıtica comum aos modelos de mensuração de risco baseados em variância é

o fato de considerar as variações positivas e negativas igualmente como medidas de

risco. Assim, respondendo a essa cŕıtica, são apresentadas abordagens para mensuração

de risco baseadas nos retornos negativos do portfólio. Nessa abordagem pressupõe-se

que, na prática, os investidores consideram como risco somente as posśıveis variações

negativas do portfólio (Najafi and Mushakhian; 2015). Nessa categoria estão inclusos o

Semi-Variance (S-V) (Seção 2.1.3), Minimax (MM) (Seção 2.1.3), Value-at-Risk (VaR)

(Seção 2.1.3) e Conditional Value-at-Risk (CVaR) (Seção 2.1.3).

Além disso, é sabido também que o risco geral de um portfólio de ativos pode ser
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dividido em risco não-sistemático e risco sistemático. O risco não-sistemático é o risco

aleatório associado a um ativo ou setor da economia que pode ser eliminado usando es-

tratégias de diversificação da carteira de ativos. Já o risco sistemático é o risco associado

ao mercado como um todo, de forma que não pode ser minimizado com uma estratégia

de diversificação, mas pode ser devidamente administrado (Li et al.; 2019).

Risco sistemático pode ser um conceito dif́ıcil de definir, pois não existe um con-

senso quanto à sua definição. As definições encontradas na literatura são: qualquer

circunstância que ameace o sistema financeiro; risco de instabilidade financeira; dese-

quiĺıbrios; exposições correlacionadas; efeitos indiretos da economia real; análise com-

portamental; bolhas especulativas; contágio financeiro; e fatores externos que podem

impactar negativamente o sistema financeiro (Bisias et al.; 2012). Essa lista mostra

que o risco sistêmico ainda não é completamente compreendido, o que pode tornar sua

mensuração um grande desafio.

Na tentativa de compreender melhor o risco sistemático de portfólios de investi-

mentos, podemos dividi-lo em três modelos, sendo que cada modelo descreve um fator

relacionado ao risco sistemático. O primeiro fator de risco é associado aos fundamen-

tos dos ativos, como preço e tamanho da empresa. O segundo fator está relacionado a

fatores macroeconômicos como taxas de juros e inflação. O terceiro fator de risco está

relacionado a dados estat́ısticos, ou seja, busca identificar padrões de comportamento

através da análise estat́ıstica dos ativos e do mercado financeiro (Li et al.; 2019).

Dada essa distinção de risco não-sistemático e risco sistemático e levando-se em consi-

deração que ambos têm natureza diversa e formas distintas de abordagem do problema,

este trabalho limitará seu escopo a modelos voltados para mensuração do risco não-

sistemático que serão descritos nas seções seguintes.

Mean-Variance (M-V)

O modelo Mean-Variance ou média variância foi proposto por Markowitz em 1952 e foi

o primeiro a trazer uma representação matemática para o problema de otimização de

portfólios (Qu et al.; 2017). Esse modelo considera a variância total do portfólio como

medida de risco (Dastkhan et al.; 2011).

Em sua formulação original, Markowitz (1952) assumia que o investidor deseja um

portfólio ótimo que, para uma dada expectativa de retorno, busca minimizar os riscos de

perdas financeiras (Ponsich et al.; 2013). O modelo de Markowitz é definido da seguinte
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forma (Chang et al.; 2000):

argmin
N∑
i=1

N∑
j=1

wiwjσij. (2.10)

sujeito a:

N∑
i=1

wireti = R∗, (2.11)

N∑
i=1

wi = 1, (2.12)

0 ⩽ wi ⩽ 1, i = 1, ..., N. (2.13)

Sendo N o número de ativos dispońıveis, reti o retorno esperado do ativo i, σij a

covariância entre os ativos i e j, R∗ o retorno desejado e wi a proporção do capital a

ser alocada no ativo i (Chang et al.; 2000). Pela Equação 2.10 pode-se observar que o

modelo define a covariância (σij) entre os ativos como medida de risco para o portfólio

de forma que, ao minimizar a covariância total do portfólio, o modelo busca proteger a

carteira de investimentos de variações negativas muito acentuadas.

Como restrição, o modelo traz na Equação 2.11 que o retorno total do portfólio

deve ser igual a um valor pré-estabelecido R∗. E esse valor é obtido pelo somatório da

quantidade de cada ativo i expressa por wi multiplicado pelo seu retorno esperado (µi),

sendo que este pode ser calculado com base na média de rendimentos passados desse

ativo. Na Equação 2.12 tem-se também que o somatório das quantidades de capital

alocadas por ativo (wi) deve ser igual a 1, o que significa que todo capital dispońıvel

deve ser alocado.

É importante destacar que variando-se o valor de R∗ na Equação 2.13, pode-se traçar
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a curva da fronteira eficiente ou Pareto ótima (Figura 2.2), que representa o melhor

equiĺıbrio posśıvel do portfólio entre risco e retorno (Chang et al.; 2000).

Risco

Re
to
rn
o

Figura 2.2: Exemplo de fronteira eficiente. (Fonte: Adaptado de Kalayci et al.
(2017)).

Uma cŕıtica a esse modelo é utilizar a variância como medida de risco, pois ao mini-

mizar a variância, busca-se reduzir as variações abruptas na carteira de investimentos.

No entanto, de maneira geral, fortes variações positivas são desejadas pelos investidores

(Macedo et al.; 2017). Outra cŕıtica comum a esse modelo é considerar que o retorno

dos ativos segue a distribuição normal, o que raramente acontece de fato (Chang et al.;

2009). Além disso, o modelo faz suposições não condizentes com o mercado real de ativos

financeiros, como não estipular uma limitação da quantidade de ativos que irão compor o

portfólio, considerar que ativos são negociados normalmente em lotes fracionados, levar

em conta os custos das transações na performance do portfólio, entre outras (Chen and

Zhou; 2019).

Mean-Absolute Deviation (MAD)

O Mean-Absolute Deviation ou MAD foi proposto originalmente por Konno & Yamazaki

(1991) como um modelo alternativo ao Mean-Variance de Markowitz (Chang et al.;

2009). A principal diferença do MAD em relação ao M-V é utilizar o desvio médio

absoluto dos retornos como medida de risco do portfólio (Ertenlice and Kalayci; 2018).

A formulação original desse modelo é dada por (Dastkhan et al.; 2011):
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argminH(w) =

[∣∣∣∣∣∑
i∈S

retitwi − E

[∑
i∈S

retiwi

]∣∣∣∣∣
]
. (2.14)

Onde wi é a quantidade de lotes de cada ativo i e reti é a variável que representa os

retornos esperados desse ativo. Uma forma comum de se estimar reti é utilizar os dados

históricos. Assim para T peŕıodos de tempo e sendo retit o retorno do ativo i para cada

intervalo t em T , o cálculo do retorno pode ser expressado da seguinte forma (Dastkhan

et al.; 2011):

reti =

∑T
t=1 retit
T

. (2.15)

Substituindo a Equação 2.15 na Equação 2.14, pode-se reescrever a equação de risco

da seguinte forma:

H(w) =
1

T

T∑
t=1

∣∣∣∣∣∑
i∈S

(retit − reti)wi

∣∣∣∣∣ . (2.16)

Ao analisar a Equação 2.16 pode-se observar que a medida de risco proposta pelo

MAD é o desvio absoluto da média de retornos para um peŕıodo de tempo T . Entretanto

para o caso dos retornos dos ativos seguirem a distribuição normal, o MAD se equivale

ao M-V (Dastkhan et al.; 2011). Porém, por poder ser reduzido a um problema de

programação linear, o MAD tem um custo computacional para solução melhor do que o

M-V que tem um custo computacional quadrático e portanto mais elevado (Wang et al.;

2011).

Uma cŕıtica que pode ser feita a esse modelo é similar ao modelo M-V, pois ao

usar o desvio absoluto da média como medida de risco tenta-se minimizar as posśıveis

fortes variações no preço dos ativos, sendo que, no entanto, fortes variações positivas são

desejadas pelos investidores.
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Variance with Skewness(VwS)

O modelo Variance with Skewness ou VwS foi apresentado por Samuelson (1970). Sua

principal contribuição é adicionar a análise da assimetria dos retornos do portfólio como

medida adicional para mensuração de risco, pois ao selecionar carteiras de investimentos

que apresentam uma distribuição de retornos com assimetria positiva, ou seja, com os

valores dos retornos concentrados acima da média, espera-se diminuir o risco de perdas

financeiras (Chang et al.; 2009).

A formulação desse modelo1 é dada por (Lai; 1991):

argmaxZ1 = XT (R - r), (2.17)

argmaxZ3 = E[XT (R̃ − R)]3. (2.18)

Sujeito a:

XTV X = 1. (2.19)

Na Equação 2.17 tem-se que o modelo busca maximizar o retorno do portfólio, sendo

XT a matriz transposta que representa a quantidade de cada ativo xi e (R−r) o retorno

esperado desses ativos. Na Equação 2.18, Z3 representa a assimetria e ao maximizá-

la espera-se fazer com que a distribuição de retornos do portfólio se concentre acima

da média. Já na Equação 2.19, sabendo que V é a matriz de covariância dos ativos

e X o vetor com as quantidades de cada ativo alocado no portfólio, tem-se que essas

quantidades devem ser reescaladas e restritas ao espaço de covariância para tentar limitar

a variância total do portfólio e esse valor deve ser igual a 1, indicando que todo capital

deve ser alocado (Lai; 1991).

Apesar de ter um custo computacional superior que o M-V, são apresentadas na

literatura evidências que mostram que incorporar a assimetria no modelo de M-V pode

1As equações em negrito indicam notação vetorial.
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melhorar significativamente o desempenho do portfólio (Usta and Kantar; 2011).

Semi-Variance (S-V)

O modelo Semi-Variance ou S-V foi apresentado por Markowitz (1959) como uma alter-

nativa para mensurar o risco de variações negativas do portfólio. Para isso, o modelo de

Semi-Variance tenta minimizar a dispersão dos retornos do portfólio abaixo da média,

mas sem penalizar as variações acima da média (Najafi and Mushakhian; 2015).

Assim para uma dada janela de tempo T , sendo ¯ret o retorno médio do portfólio

nesse peŕıodo e rett o rendimento do portfólio em cada intervalo t em T , o risco do

portfólio medido pela S-V é dado por (Chang et al.; 2009):

T∑
t=1;rett< ¯ret

(rett − ¯ret)2

T
. (2.20)

Onde a média de retornos rett é calculada por:

r̄ =
T∑
t=1

rett
T
. (2.21)

Ao analisar a Equação 2.20 podemos observar que o modelo S-V descarta os valores

em que o retorno é superior à média (rett ⩾ ¯ret) de forma a não penalizá-los como

no modelo M-V. Entretanto, ao comparar os resultados obtidos com o S-V e o M-V

para carteiras com grande números de ativos, foi observado que não havia diferenças

significativas entre eles, porém o S-V supera o M-V por ter um custo computacional

menor (Chang et al.; 2009).

Minimax (MM)

O modelo Minimax ou MM foi desenvolvido por Young (1998) e busca apresentar uma

solução para otimização de portfólios usando programação linear (Chang et al.; 2000).

Para isso, esse modelo utiliza como medida de risco o maior prejúızo histórico do portfólio
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sujeito a restrição de que os retornos em cada peŕıodo devem ser superiores a um valor

mı́nimo pré-estabelecido. A formulação desse modelo é apresentada a seguir (Young;

1998):

arg max
Mp,W

Mp. (2.22)

Sujeito a:

N∑
j=1

wj ȳj −Mp ⩾ G, t = 1, ..., T, (2.23)

N∑
j=1

wj ⩽ W, (2.24)

wj ⩾ 0, j = 1, ..., N. (2.25)

Na Equação 2.22, Mp é o menor retorno do portfólio que pode ser definido como

“maior ganho negativo”, de forma que ao maximizar esse “ganho negativo”espera-se

minimizar o maior prejúızo. Na equação 2.23 têm-se que o retorno do portfólio para cada

peŕıodo de tempo t subtráıdo da perda máxima deve superar um valor pré-estabelecido

G. Por fim, nas Equações 2.24 e 2.25 tem-se respectivamente que o total alocado por

ativo (wj) não pode superar o montante de capital W e que a carteira não pode ter

posições vendidas (wj ⩾ 0) (Young; 1998).

Value-at-Risk(VaR)

O Value-at-Risk ou VaR, é um modelo alternativo à média-variância para estimar o

risco associado a um portfólio de maneira mais realista (Ertenlice and Kalayci; 2018).

Resumidamente, o VaR busca medir o maior prejúızo que o portfólio pode sofrer com

uma determinada probabilidade (Wang and Watada; 2013).
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Amaneira mais comumente usada para calcular o VaR de um ativo ou de um portfólio

é chamada de simulação histórica (Khalidji et al.; 2009). Essa abordagem baseia-se no

conceito de janelas deslizantes de tempo. Assim, para calcular o VaR para uma data

t + 1, usando uma janela deslizante de m peŕıodos, obtém-se inicialmente o conjunto

de retornos passados R = {rett, rett−1, ..., rett−m+1}. Em seguida, esses retornos são

classificados em ordem crescente de forma que os dias mais negativos ficam nas primeiras

posições do conjunto. A seguir, determina-se o grau de confiança que se deseja obter do

VaR. Se, por exemplo, numa janela de 1000 dias deseja-se mensurar o risco máximo com

uma confiança (α) de 95%, divide-se o conjunto R já ordenado em (1 - α) de forma que

nesse exemplo com m igual a 1000, o 50o elemento(r∗) de R obtido é o risco associado

àquele conjunto. Assim temos que: V aR(95%) = r∗ de forma que podemos entender

que com um grau de confiança de 95% o risco máximo por unidade de tempo t é r∗.

Um modelo para otimização de portfólios é mostrado a seguir (Khalidji et al.; 2009):

argmax{E[Rt+1(w)]}, (2.26)

argmin{Risk[Rt+1(w)]}. (2.27)

sujeito a:

0 ⩽ w ⩽ 1, (2.28)

n∑
i=1

wi = 1. (2.29)

Dessa forma, temos um problema bi-objetivo: maximizar o retorno esperado (Equação

2.26) e minimizar o risco (Equação 2.27), o qual pode ser calculado usando o VaR. Esse

modelo está sujeito às restrições de que o montante de capital alocado por ativo deve
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estar entre 0 e 1 (Equação 2.28), o que implica que não pode haver posições negativas,

ou seja, posições vendidas. E por último, na Equação 2.29 temos a restrição de que todo

capital dispońıvel deve ser alocado.

As principais cŕıticas ao VaR são: a falta de subaditividade, que pode fazer com

que a diversificação leve a um aumento no risco total do portfólio; é um modelo não

convexo com diversos mı́nimos locais, o que dificulta encontrar o ponto ótimo global; e

pode encontrar resultados conflitantes para os diferentes ńıveis de confiança (Dallagnol

et al.; 2009).

Conditional Value-at-Risk(CVaR)

Esse modelo para mensuração de risco foi proposto por Rockafellar & Uryasev (2000)

buscando ser uma medida de risco mais consistente que o VaR. Embora o VaR possa

ser adequado para mensurar o risco em situações normais de mercado, em momentos

extremos que pode resultar num rápido crescimento na volatilidade dos preços dos ativos,

o CVaR pode fornecer uma medida de risco mais acurada (Sun and Gao; 2009).

O CVaR é usualmente definido como expectativa condicional para perdas acima do

VaR para distribuições cont́ınuas, podendo ser expressado da seguinte forma (Chai and

Zhou; 2018):

CV aRp(1− α) =
1

α

∫ 1

1−α

V aRp(w)dw. (2.30)

A Figura 2.3 apresenta graficamente a distribuição dos retornos do ativo e a forma

como o VaR é obtido a partir do ponto (100−α)% sendo α o grau de confiança desejado.

Partindo da Equação 2.30, a integral pode ser estimada de várias formas, sendo uma

delas convertendo-a em um somatório (Rajabi and Khaloozadeh; 2018). Assim uma das

formas de se calcular o CVaR é realizar um somatório de VaR de 100 até (100 − α)

de forma que graficamente o CVaR pode ser visto como a área sob a curva entre esses

pontos. O autor destaca ainda que a precisão dessa aproximação é melhor quando se

tem mais pontos na amostra.

O CVaR pode ser considerado uma medida para mensuração do risco mais ade-

quada quando comparado ao VaR, sendo uma caracteŕıstica importante do CVaR a
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(100 - α) %

VaR

Figura 2.3: Cálculo do CVaR usando a curva de distribuição de retornos com
grau de confiança α. (Fonte: Adaptado de Rajabi & Khaloozadeh 2018).

convexidade, o que auxilia no processo de otimização na procura do ponto ótimo global

(Rockafellar and Uryasev; 2000).

2.1.4 Modelo baseado no ı́ndice Sharpe (SR)

O ı́ndice Sharpe ou SR foi proposto por Sharpe (1965) como medida de performance

para fundos de investimento. O ı́ndice Sharpe pode ser visto como o retorno do portfólio

acima de uma taxa livre de riscos dividido pela variância ou volatilidade da carteira de

investimentos. Dessa forma, quanto maior o SR de um portfólio maior seu retorno acima

de uma taxa livre de risco e menor a sua volatilidade (Lai et al.; 2019).

Sendo rx o retorno do portfólio, Rf a taxa livre risco e σx a variância do portfólio,

a formulação matemática do ı́ndice Sharpe pode ser vista na Equação 2.31 mostrada a

seguir (Lai et al.; 2019):

SR =
rx −Rf

σx
. (2.31)

Nos trabalhos apresentados por Lai et al. (2019); Sethia (2018); Zhu et al. (2011)

são utilizados modelos para otimização de portfólio baseados na maximização do SR. A

formulação matemática desse modelo é dada por:
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argmaxSR =

∑N
i=1wiri −Rf∑N

i=1

∑N
j=1wiwjσij

. (2.32)

Sujeito a:

N∑
i=1

wi = 1, (2.33)

0 ⩽ wi ⩽ 1, (2.34)

i = 1, 2, 3...N. (2.35)

A Equação 2.32 busca maximizar o SR, sendoN o número total de ativos no portfólio,

ri e wi respectivamente o rendimento esperado e a porção do capital aplicado no ativo

i e σij a covariância entre os ativos i e j. Como restrições tem-se na Equação 2.33 que

todo o capital deve ser alocado, que a porção de capital alocado em cada ativo deve

estar entre 0 e 1 (Equação 2.34), o que implica que não podem ocorrer posições vendidas

e que o número total de ativos é igual a N (Equação 2.35).

2.1.5 Modelos restritos

Ao utilizar os modelos mostrados anteriormente, muitos investidores podem encontrar

dificuldades, pois não consideram particularidades importantes dos ativos, como nego-

ciação em lotes inteiros, ou caracteŕısticas do mercado como custos das operações. Para

superar essa dificuldade, muitos pesquisadores, buscaram introduzir restrições adicionais

aos modelos teóricos incorporando à formulação do problema particularidades importan-

tes dos ativos como negociação em lotes inteiros, ou caracteŕısticas do mercado como

custos das operações, melhorando assim a aplicabilidade prática dos mesmos (Erten-

lice and Kalayci; 2018). As restrições mais comumente apresentadas pela comunidade

cient́ıfica são: restrição de cardinalidade, restrição de fronteira, custos de transações e
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transações com lotes inteiros (Metaxiotis and Liagkouras; 2012).

Ao adicionar as restrições que tornam o problema de otimização de portfólios mais

reaĺıstico, acrescenta-se uma maior complexidade computacional ao problema, tornando-

o NP-Dif́ıcil, levando diversos autores a utilizarem meta-heuŕısticas na busca de boas

soluções para esse problema (Doering et al.; 2019).

No trabalho de Chang et al. (2000) é apresentada a utilização das meta-heuŕısticas

Simulated Annealing, Busca Tabu e Algoritmos Genéticos na busca de boas soluções

para o problema de otimização de portfólios sujeito a restrição de cardinalidade. Nesse

trabalho os autores observaram que nenhum dos algoritmos obteve resultados superiores

em todas bases de dados, de forma que é sugerida no trabalho a combinação do resultado

dos três algoritmos.

Já Streichert et al. (2004b) apresentam um estudo utilizando Algoritmos Evolu-

cionários (AE) na seleção de portfólios sujeitos a restrições de cardinalidade, fronteira e

lotes inteiros. Nesse trabalho, os autores utilizam diferentes abordagens de Algoritmos

Evolucionários incluindo uma versão memética onde é inserida uma busca local na etapa

de seleção de pais do Algoritmo Evolucionário. Apesar, disso os autores concluem que

os resultados para os portfólios restritos não foram muito bons e que a adição da busca

local não trouxe melhoras senśıveis ao Algoritmo Evolucionário.

Também Streichert et al. (2004a) apresentam um trabalho utilizando um Algoritmo

Evolucionário Multiobjetivo aplicado ao problema de otimização de portfólios restrito.

Os autores apresentam ainda um estudo comparativo de diferentes operadores de cros-

sover, buscando analisar o impacto desses na qualidade da fronteira Pareto, além de

apresentar um novo genótipo para representar as soluções. Ao final, conclui-se que o

genótipo proposto melhora a performance do algoritmo independente do operador de

crossover escolhido e que as diferenças entre os operadores na qualidade da fronteira

se tornaram pouco percept́ıveis devido à redução do espaço de soluções trazido pelas

restrições.

O trabalho apresentado por Armananzas and Lozano (2005) utiliza o Greedy Search

(ou Busca Gulosa), Simulated Annealing (ou Recozimento Simulado) e Ant Colony (ou

Colônia de Formigas) aplicados ao problema de otimização de portfólios sujeito à res-

trição de cardinalidade e de fronteira. Ao final, os autores concluem que, à medida que

se diminui o valor da cardinalidade, o número de soluções da fronteira Pareto tende a

aumentar. Por outro lado, à medida que se aumenta a cardinalidade, as soluções tendem

a convergir para pontos de atração ou mı́nimos locais, de forma que aumentar o valor
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da cardinalidade traz pouco impacto para o problema de otimização.

Skolpadungket et al. (2007) apresentam um estudo comparativo de diversos algorit-

mos aplicados ao problema de otimização de portfólios sujeitos às restrições de cardinali-

dade, limite inferior e transações em lotes inteiros. De maneira similar, Anagnostopoulos

and Mamanis (2011) também apresentam um estudo comparativo de diversos algoritmos

evolucionários multiobjetivo aplicados ao problema de otimização de portfólios sujeitos

às restrições de cardinalidade e de fronteira. Ao analisar os resultados, ambos traba-

lhos concluem que os algoritmos evolutivos multiobjetivo Strength Pareto Evolutionary

Algorithm II (SPEA-II ) e Non-dominated Sorting Genetic Algorithm - II (NSGA-II )

apresentaram melhores resultados que os demais algoritmos, com uma pequena vanta-

gem para o SPEA-II apesar deste apresentar um custo computacional maior.

Soleimani et al. (2009) propõe um modelo de otimização de portfólios baseado no

Mean-Variance, mas adicionando as restrições de cardinalidade, restrição de limite mı́nimo

de capital alocado por ativo e restrição de setor de capitalização que define o número

de setores da economia aos quais os ativos selecionados devem pertencer. Os autores

utilizam um modelo mono objetivo, buscando minimizar o risco sujeito a um retorno

mı́nimo esperado e um algoritmo genético para busca de boas soluções para o problema.

Ao final, conclui-se que o modelo apresentou bons resultados para um grande número

de ativos dispońıveis num intervalo de tempo razoável.

Ibrahim et al. (2016) apresentam um estudo utilizando algoritmos evolucionários

multiobjetivo para solução de modelos de otimização de portfólios com diferentes ca-

racteŕısticas, complexidade e objetivos. Os autores concluem que alguns modelos supe-

ram outros em algumas métricas de desempenho, mas, de maneira geral, os algoritmos

evolucionários multiobjetivo apresentam resultados satisfatórios em todas abordagens

utilizadas. Com isso, evidencia-se que os algoritmos evolucionários multiobjetivo podem

ser uma boa opção para solução dos modelos de otimização de portfólios.

Observa-se que os modelos de otimização de portfólios apresentados tendem a se

tornar cada vez mais complexos pelo fato de incorporar as restrições que os tornam mais

práticos e próximos da realidade dos investidores. Com isso, esses modelos tornam-se

NP-Dif́ıcil (Doering et al.; 2019) o que torna os algoritmos evolucionários multiobjetivo

uma ferramenta útil na busca de boas soluções para esse problema dentro de um limite

de tempo aceitável.

Observa-se também que as restrições que vem sendo apresentadas pela comunidade

cient́ıfica são: restrição de cardinalidade, restrição de fronteira, custos de transações e
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transações com lotes inteiros. Cada uma dessas restrições será melhor detalhada nas

subseções seguintes.

Restrição de cardinalidade

Essa restrição limita o número de ativos que poderão compor o portfólio com o objetivo

de controlar os custos e assim melhorar o seu desempenho (Kaucic; 2019). A Equação

2.36 apresenta como essa restrição pode ser inserida em um dado modelo (Chang et al.;

2000).

N∑
i=1

zi = K. (2.36)

Na Equação 2.36 tem-se K sendo a quantidade máxima de ativos que pode ser

adicionada ao portfólio, zi igual a 0 se o ativo i não for adicionado ao portfólio e igual

a 1 caso contrário.

A adição da restrição de cardinalidade torna o modelo de otimização de portfólios

NP-Dif́ıcil (Ferreira and Cardoso; 2021), o que dificulta a sua solução exata dentro de

intervalos de tempo razoáveis, fazendo com que a maioria dos pesquisadores busquem

boas soluções aproximadas para esse problema (Akbay et al.; 2020). Entretanto existem

evidências na literatura (Mendonça et al.; 2020) de ao restringir o número de ativos,

têm-se uma melhora na performance do portfólio.

Restrições de fronteira

Essa restrição limita as quantidades mı́nimas e máximas de capital que podem ser alo-

cadas em cada ativo do portfólio (Ertenlice and Kalayci; 2018).

Essa restrição pode ser adicionada ao modelo da seguinte forma (Qi and Yen; 2017):

lb ⩽ wi ⩽ ub. (2.37)

Na Equação 2.37 tem-se que a quantidade de capital alocado em cada ativo wi deve
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ser maior ou igual ao limite inferior lb e menor ou igual ao limite superior ub.

O limite inferior (lb) é bastante útil, pois evita que o modelo gere soluções que

na prática não seriam viáveis, pois ao alocar porções muito pequenas do capital em

uma grande quantidade de ativos, poderia ocasionar um elevado custo operacional que

inviabilizaria a solução. Já o limite superior (ub) ajuda a garantir que uma grande

porção do capital não seja alocada num único ativo, de forma a se garantir uma melhor

diluição dos riscos (Ehrgott et al.; 2004).

Custos de transações

A maioria das estratégias de investimento fazem rebalanceamento dos ativos, tornando a

inclusão dos custos de transação (compra e venda de ativos) uma importante ferramenta

para aproximar os modelos de otimização de portfólio da realidade dos investidores

(Najafi and Mushakhian; 2015).

Os diversos trabalhos apresentam diferentes formas de incorporar o custo de transações

no modelo de otimização, podendo ser através de penalidades, quando há alguma troca

de ativo no portfólio (Woodside-Oriakhi et al.; 2013) ou subtraindo diretamente os custos

das transações na performance do portfólio (Beyer et al.; 2014).

No trabalho de Woodside-Oriakhi et al. (2013) é apresentado um modelo multi-

peŕıodo onde o valor do portfólio é penalizado subtraindo-se os custos de rebalancea-

mento (compra e venda de ativos) a cada intervalo de tempo. Dessa forma, a equação

que descreve o valor financeiro do portfólio a cada peŕıodo é dado por:

N∑
i=1

Pixi =
N∑
i=1

PiXi + V −
N∑
i=1

(cbiy
b
i + csiy

s
i + f b

i α
b
i + f s

i α
s
i ). (2.38)

Na Equação 2.38 tem-se que Pi o preço do ativo i, xi a quantidade em unidades

do ativo no portfólio após o rebalanceamento da carteira, Xi a quantidade corrente do

ativo i no portfólio, V o capital que pode ser adicionado ao portfólio, cbi e c
s
i os custos

de compra e venda associados a uma unidade do ativo i, ybi e y
s
i o número em unidades

compradas e vendidas do ativo, f b
i e f s

i os custos fixos relacionados a compra e vendas

do ativo e αb
i e α

s
i tendo valor 0 se não houver mudança na quantidade de ativos e 1 caso

contrário.
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Transações em lotes inteiros

Muitos modelos de otimização de portfólio vem sendo propostos, considerando que os

ativos podem ser negociados fracionados, o que pode tornar a aplicação prática muito

dif́ıcil de implementar, pois no mundo real eles normalmente são negociados em quanti-

dades inteiras (Liu and Zhang; 2015).

Para adequar os modelos a essa restrição, deve-se formular o problema em termos de

variáveis inteiras que representam a quantidade de lotes de cada ativo que irá compor a

carteira, atentando-se ao tamanho dos lotes mı́nimos negociados de cada ativo (Schaerf;

2002).

A restrição de lotes inteiros pode ser adicionada ao modelo por meio das seguintes

equações (Skolpadungket et al.; 2007):

wi =
ni∑N
i=1 ni

, (2.39)

ni mod li = 0 ∀i. (2.40)

Onde wi é a porção do capital alocado no ativo i, ni o número unitário do ativo i no

portfólio e li o lote inteiro mı́nimo negociado.

2.2 Algoritmos Evolutivos

Algoritmos Evolutivos (AEs) são heuŕısticas populacionais baseadas na Teoria de Evolução

Natural proposta por Darwin. Sendo cada solução do problema um indiv́ıduo e o con-

junto de soluções uma população, um AE explora o espaço de soluções avaliando cada in-

div́ıduo (ou solução) pertencente a população (ou conjunto de soluções) (Streichert et al.;

2004b). De forma geral, os AEs iniciam com uma população de soluções aleatórias e

até que um critério de parada seja atendido, ocorrem iterações de avaliação, combinação

e seleção dos indiv́ıduos. De maneira análoga à Teoria de Evolução Natural, a cada

geração (ou iteração) os indiv́ıduos mais adaptados, ou seja, que representam uma me-
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lhor solução para o problema, tendem a seguir para as próximas gerações, perpetuando

suas caracteŕısticas de forma a se buscar melhores soluções a cada iteração.

Os AEs podem ser mono-objetivo ou multi-objetivo. Para o problema de otimização

de portfólios onde normalmente busca-se otimizar baseando-se no risco e no retorno,

faz-se necessário utilizar AEs multiobjetivo. Uma importante caracteŕıstica dos AEs

multiobjetivo é implementar procedimentos espećıficos para garantir uma melhor di-

versidade das soluções na fronteira Pareto, o que evita que as soluções convirjam para

um único ponto ou região. Além disso, os AEs multiobjetivos são capazes de melhor

com problemas complexos independente da linearidade, convexidade ou continuidade

das funções objetivo, o que o torna mais robusto (Ibrahim et al.; 2016).

Para o problema de otimização de portfólios multi-objetivo onde são consideradas

restrições que tornam o problema mais prático e mais próximo de uma aplicação reaĺıstica

pelos investidores, observa-se um crescimento da complexidade do problema fazendo com

que uma solução exata utilizando métodos exatos se torne inviável (Lwin et al.; 2014).

Assim, AEs têm sido extensivamente usados no problema de otimização de portfólios

e embora na maioria dos trabalhos venham sendo utilizados AEs mono-objetivo, dadas

as caracteŕısticas do problema de otimização de portfólios de possuir funções objetivos

conflitantes em adição com restrições que tornam o problema ainda mais complexo, os

AEs multi-objetivo se tornam uma opção mais adequada para solução desse problema

(Ibrahim et al.; 2016).

2.2.1 Indiv́ıduo

Nos AEs, um indiv́ıduo é uma representação da solução do problema a ser tratado.

Assim, de acordo com o problema, a representação do indiv́ıduo pode variar, mas usando

a analogia com a biologia, o indiv́ıduo é constitúıdo de um cromossomo que por sua vez

é composto por um conjunto de genes. Cada gene representa uma parte da solução de

forma que, a depender do problema, o gene pode ser representado por um valor booleano,

inteiro ou real.

No problema de otimização de portfólios, um indiv́ıduo é uma representação de um

portfólio ou seleção de ativos. No trabalho de Streichert et al. (2004a) é apresentada

uma representação de indiv́ıduo composta de dois vetores, sendo o primeiro binário para

indicar se um ativo está selecionado ou não para o portfólio (ou solução) e um segundo

vetor de números reais para indicar a quantidade de capital alocada em cada ativo.
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2.2.2 População

Nos AEs, um conjunto de soluções ou indiv́ıduos, é chamado de população. O tamanho

da população deve ser grande o suficiente para garantir uma boa cobertura do espaço

de soluções, mas ao mesmo tempo não ser grande demais, de maneira a prejudicar o

desempenho do algoritmo.

De maneira geral, os AEs são inicializados com um número pré-definido de indiv́ıduos

aleatórios e a cada geração, através das operações de crossover (ou cruzamento) e

mutação, as soluções são combinadas dando origem a novos indiv́ıduos, mas mantendo

o tamanho inicial da população. Para que se possa comparar os indiv́ıduos de uma

população entre si, de forma a se escolher um em detrimento de outro, os indiv́ıduos são

avaliados utilizando uma função de fitness (ou aptidão), de forma que se busque ter a

cada geração, indiv́ıduos com maior aptidão (Vikhar; 2016).

No problema de otimização de portfólios multiobjetivo, em que se deseja maximizar

o retorno esperado e minimizar o risco, o AE pode utilizar essas duas métricas para fins

de se estabelecer uma comparação de aptidão entre os indiv́ıduos da população.

2.2.3 Operadores genéticos

Os operadores genéticos de um AE são os mecanismos que permitem a distinção e a

combinação de diferentes indiv́ıduos ou soluções. Os principais operadores apresentados

na literatura são os de cruzamento (ou crossover), mutação e seleção (AL-Salami; 2009).

O operador de cruzamento permite que se combine dois indiv́ıduos da população,

chamados pais, para a geração de novos indiv́ıduos que herdam suas caracteŕısticas,

chamados filhos. A principal ideia desse operador é fazer com que a solução resultante

possua atributos combinados das soluções pais de maneira a perpetuá-los para gerações

futuras.

A mutação consiste em alterar uma caracteŕıstica de um indiv́ıduo, a fim trazer uma

maior diversidade para a população. De maneira geral, a mutação busca introduzir

nas soluções uma caracteŕıstica aleatória buscando, assim, uma maior variabilidade no

espaço de soluções.

Por fim, o operador de seleção permite que se consiga escolher um indiv́ıduo ou um

conjunto de indiv́ıduos dentre outros seguindo um critério de aptidão (ou fitness) pré-
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definido. Esses critérios podem mudar de acordo com o algoritmo utilizado na solução

do problema, podendo ser melhor valor para função objetivo, dominância Pareto, entre

outros.

2.3 Conclusão

Ao fazer um revisão bibliográfica do problema de otimização de portfólios observa-se

que existe um grande esforço da comunidade cientifica para trazer melhores modelos de

mensuração de risco e, ao mesmo tempo, trazer modelos mais reaĺısticos pela adição de

restrições, o que tende a fazer com que os modelos de otimização se tornem cada vez

mais complexos.

É sabido, porém, que a utilização de AEs tem se mostrado bastante eficiente para

trabalhar com modelos de otimização complexos, o que os tornam adequados para o

problema de otimização de portfólios por conseguirem trazer boas soluções dentro de

um tempo de execução aceitável. No caṕıtulo seguinte será apresentado o modelo de

otimização e o algoritmo utilizado nesse trabalho.
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Caṕıtulo 3

Metodologia

Nesse caṕıtulo são apresentados o modelo de cálculo dos custos de transação proposto

nesse trabalho, o modelo de otimização de portfólios restrito incluindo os custos de

transação, cardinalidade e fronteira, bem como algoritmos utilizados para solução do

modelo.

Inicialmente, é descrito o modelo proposto para cálculo do fator de penalização do

retorno, o qual busca incorporar ao modelo de otimização os custos de transação, voltado

para o mercado de ações brasileiro. Em seguida, é apresentado o modelo matemático do

problema de otimização de portfólios utilizado e, por fim, o AE, especificando os detalhes

de representação dos indiv́ıduos com as funções de avaliação de aptidão e operadores

genéticos.

3.1 Modelo para cálculo dos custos de transação

Esse trabalho apresenta um modelo para incorporar à otimização de portfólios uma

aproximação dos custos de transação, voltado para o mercado de ações no Brasil. É

importante ressaltar que, na compra e venda de ações, além dos custos associados à

compra e venda, como taxas de bolsa e corretagem, os investidores também estão sujeitos

a custos tributários relacionados às posśıveis vendas com ganho financeiro. Dessa forma,

ao agregar esses custos ao modelo, as soluções obtidas podem se aproximar dos resultados

práticos obtidos pelo investidor.

Um diferencial trazido pelo modelo apresentado nesse trabalho é a consideração da
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peculiaridade tributária do mercado de ações no Brasil. Pela Lei 9.250/1995 (Brasil;

1995) para transações de venda em que haja lucro financeiro, o investidor precisa realizar

o pagamento de imposto de 15% sobre esse lucro, mas existe um isenção tributária caso

o volume de vendas seja inferior a R$20.000,00 (vinte mil reais).

Os custos de transação impactam diretamente no retorno esperado do portfólio, pois,

ao deduzi-los do capital do investidor, também se reduz o seu potencial retorno financeiro.

Sendo N o número de ativos do portfólio, reti e wi respectivamente o retorno percentual

esperado e a porção do capital alocados do ativo i, a Equação 3.1 apresenta o cálculo

do retorno esperado do portfólio desconsiderando os custos de transação.

N∑
i=1

wi · reti. (3.1)

De maneira semelhante ao apresentado na Equação 3.1, na Equação 3.2 é introdu-

zido o fator de penalização dos custos (α) no cálculo do retorno. De maneira geral, α

representa o percentual do capital comprometido com os custos de todas as transações

do portfólio, podendo ser observado que, no caso de se ignorar os custos, fazendo α igual

a 0, a Equação 3.2 é reduzida à Equação 3.1.

(1− α)
N∑
i=1

wi · reti. (3.2)

Como nesse trabalho serão considerados os custos de compra e vendas dos ativos e os

custos tributários, o valor do fator de penalização dos custos (α) pode ser decomposto

em duas partes: a primeira onde é contabilizada os custos de operação (τ) e a segunda

onde são calculados os custos tributários (γ) de forma que α = τ + γ.

A representação de um portfólio num determinado intervalo de tempo t pode ser

dada por P t = [wt
1, w

t
2, ..., w

t
N ] sendo w

t
i a alocação de capital em cada ativo i naquele

dado intervalo de tempo. Assim, para trazer uma maior aproximação de uma aplicação

prática, ao selecionar uma alocação de portfólio P t será considerado que o investidor já

possui um portfólio prévio P t−1 de forma que, a partir da diferença entre eles, poderão

ser computadas as operações de compra e venda de ativos, permitindo assim o cálculo

desses custos.
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Sendo o vetor de diferenças entre o portfólio prévio e atual D = P t−1 − P t, D =

[d1, d2, ..., dN ] e di = wt
i − wt−1

i , pode-se notar que, para valores de di > 0, houve um

aumento da alocação no ativo i, ou seja, uma operação de compra. Da mesma forma,

pode-se concluir que para valores de di < 0 ocorreu uma operação de venda e para di =

0 não houve nenhuma negociação no ativo i.

Embora os custos operacionais1 para compra e venda de ações na B3 não sejam fixos,

com o intuito de simplificar o problema, optou-se por definir um valor fixo de R$10,00
(dez reais), para cada operação de compra e venda realizada.

Assim, considerando o vetor de diferenças D, para cada valor de di ̸= 0, tem-se uma

operação de compra ou de venda. Assim sendo b o número de operações de compra, s

o número de operações de venda e C o capital total alocado no portfólio, o cálculo do

custo de operação τ é dado por:

τ =
(b+ s) · 10

C
. (3.3)

Já o custo tributário (γ) precisa considerar dois aspectos: o primeiro relacionado ao

volume de vendas, pois pela legislação vigente, com vendas totais abaixo de R$20.000,00
(vinte mil reais) mensais esse custo pode ser ignorado. O segundo aspecto, caso o volume

de vendas exceda o limite não tributável, é necessário calcular se as vendas geraram lucro

e, em caso afirmativo, se faz necessário debitar do capital total o valor relativo a 15%

desse lucro.

Usando o vetor de diferenças D e sabendo que para todo di < 0 temos uma operação

de venda, o volume de vendas V pode ser obtido por:

V = (−1)
N∑
i=1

di ∀ i ∈ N | di < 0. (3.4)

Sendo ψ a variável que define se o volume financeiro de vendas excede o volume isento

de tributos, temos:

1
https://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/

renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/

https://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/
https://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/
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ψ =

 0 se (V · C) ≤ 20.000.

1 se (V · C) > 20.000.
(3.5)

No caso do volume de vendas exceder o limite de vendas isento de tributação (ψ = 1),

realiza-se o cálculo do eventual lucro ou prejúızo obtidos dessas operações. Para isso,

se faz necessário saber o preço de compra do ativo i dado por pricebi e o preço atual do

ativo pelo qual a venda é realizada (pricei). De posse desses valores, obtidos nos dados

históricos de cotação dos ativos, a variação percentual para cada ativo (vari) pode ser

obtida por:

vari =
pricei − pricebi

pricebi
. (3.6)

Para calcular o lucro ou prejúızo em unidades monetárias para que um eventual

imposto seja calculado em caso de lucro, faz-se necessário computar o valor de venda

(SV ) do valor de compra (BV ) de forma que o ganho de capital (GC) é dado por:

GC = SV −BV .

O valor de vendas pode ser obtido multiplicando o volume total de vendas (V ) pelo

capital total (C), ou seja, SV = V · C. Já o valor de compra dos ativos BV pode

ser calculado somando-se individualmente o volume individual de vendas por ativo (di),

considerando a sua variação de preço percentual (vari) no momento atual t e no momento

de compra t− 1. Dessa forma, BV pode ser obtido por:

BV =
N∑
i=1

(−1) · di ·
C

1 + vari
∀ i ∈ N | di < 0. (3.7)

Tendo calculado o ganho de capital da venda (GC), em caso de ser um valor negativo,

indica que houve prejúızo e, portanto, não ocorre taxação. Para valores de GC positivos,

indica que a operação de venda gerou um lucro, que leva à cobrança de imposto. Pode

assim ser definida uma variável π para auxiliar no controle dessa condição definida na

Equação 3.8:
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π =

 0 se GC ≤ 0.

1 se GC > 0.
(3.8)

Assim os custos tributários (γ) podem ser definidos por:

γ = ψ · π · 0, 15 · GC
C

(3.9)

É importante observar que tanto para vendas inferiores a R$20.000,00(vinte mil reais)

com ψ = 0, quanto para instâncias em que as operações geraram prejúızo com π = 0, o

custo tributário é anulado, de forma que só ocorre a cobrança caso o volume de vendas

exceda o limite isento e que as operações tenham gerado lucro.

Por fim, a equação que define o fator de penalização dos custos no retorno esperado

de todo o portfólio (α = τ + γ) pode ser reescrita como:

α =
(b+ s) · 10

C
+ ψ · π · 0, 15 · GC

C
. (3.10)

3.2 Modelo de otimização de portfólios restrito usando

o MAD

Apesar dos AEs serem bem sucedidos na resolução de problemas de otimização mul-

tiobjetivo com várias restrições complexas que aproximam os modelos das aplicações

práticas, devido ao seu comportamento estocástico, eles podem apresentar uma con-

vergência lenta e baixa acurácia (Wang et al.; 2011).

Embora o M-V seja o modelo mais clássico para mensuração de risco de otimização

de portfólios, sabe-se que ele possui um custo computacional quadrático, o que pode

inviabilizar o modelo quando restrições complexas são adicionadas para torná-lo mais

reaĺıstico (Doering et al.; 2019). Alternativamente ao M-V, o MAD vem sendo estudado

por vários pesquisadores (Dastkhan et al. (2011), Angelelli et al. (2008), Kellerer et al.
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(2000), Mansini and Speranza (1999)) por apresentar um custo computacional linear e

obter resultados semelhantes se os retornos dos ativos seguirem a distribuição normal

(Dastkhan et al.; 2011).

Nesse trabalho, em que são consideradas as restrições de cardinalidade, fronteira e

custos de transação, sabendo que estas podem tornar os modelos mais reaĺısticos mas

também trazer uma maior complexidade (Anagnostopoulos and Mamanis; 2011), optou-

se por utilizar o MAD. Com isso, espera-se obter um modelo que, ao mesmo tempo em

que se aproxima de uma aplicação prática, consegue bons resultados dentro de um limite

de tempo satisfatório. O modelo matemático é apresentado a seguir:

min
N∑
i=1

wi · riski, (3.11)

max(1− α)
N∑
i=1

wi · reti. (3.12)

Sujeito a:

N∑
i=1

wi = 1, (3.13)

N∑
i=1

zi = K, (3.14)

wi ⩾ lb · zi i = 1, ..., N, (3.15)
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wi ⩽ ub · zi i = 1, ..., N, (3.16)

wi ⩾ 0 i = 1, ..., N, (3.17)

zi ∈ {0, 1} i = 1, ..., N. (3.18)

Sendo wi a proporção do capital a ser alocado no ativo i, riski e reti respectivamente o

risco e retorno esperado do ativo i, nas Equações 3.11 e 3.12 temos as funções objetivo que

correspondem respectivamente a minimizar o risco e a maximizar o retorno esperado do

portfólio. É importante destacar que na Equação 3.12 está inclúıdo o fator de penalização

dos custos (α) apresentado na Seção 3.1, para que o modelo possa incorporar os custos

de transação.

Na Equação 3.13 temos a restrição de que o somatório de wi deve ser igual a 1, ou

seja, todo capital dispońıvel deve ser alocado entre os ativos dispońıveis. Sendo zi uma

variável de controle com valor igual a 1 para indicar se o ativo i foi selecionado para o

portfólio e 0 caso contrário; e K o número total de ativos, na Equação 3.14, temos a

restrição indicando que o número de ativos selecionados deve ser igual a K.

Nas Equações 3.15 e 3.16 temos as restrições de fronteira limitando a alocação por

ativo (wi) entre os limites inferior lb e limite superior ub. Por fim, nas restrições apresen-

tadas nas Equações 3.17 e 3.18 temos as restrições de não-negatividade de wi indicando

que não podem alocações negativas e que zi é uma variável binária.

Os retornos (reti) são calculados com base na média dos retornos históricos dos

ativos, como mostrado na Equação 2.15 e o risco estimado por ativo (riski) é calculado

usando o MAD, conforme pode ser visto na Equação 2.16.

É importante destacar que nos problemas de otimização de portfólios em que as

restrições de cardinalidade e de fronteira são aplicadas simultaneamente, se faz necessário

atentar para que os valores de lb e ub respeitem as Equações 3.19 e 3.20, a fim de respeitar

a equação de restrição de integralidade dada pela Equação 3.13.
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K · lb ⩽ 1, (3.19)

K · ub ⩾ 1. (3.20)

3.3 O Algoritmo Evolutivo aplicado à solução do modelo

No presente trabalho, utilizou-se os AEs multiobjetivo Non-dominated Sorting Genetic

Algorithm - II (NSGA-II) proposto por Deb et al. (2000) e o Strength Pareto Evolutio-

nary Algorithm (SPEA2) apresentado por Zitzler et al. (2001).

De maneira geral, algoritmo NSGA-II avalia o fitness dos indiv́ıduos da população

baseando-se na dominância Pareto e no crowding distance (ou distância de aglomeração).

Na ordenação por dominância, os indiv́ıduos são classificados de acordo com a fronteira

Pareto a que pertencem, de forma que os indiv́ıduos que não são dominados são colocados

na fronteira 1, os que são dominados apenas pelos indiv́ıduos da fronteira 1 são colocados

na fronteira 2 e assim sucessivamente. Já na ordenação por crowding distance é calcu-

lado para cada indiv́ıduo o hipercubo definido pelos seus dois vizinhos mais próximos.

Assim, um indiv́ıduo que pertença à fronteira 1, ao ser comparado com indiv́ıduos das

demais fronteiras, se mostra uma solução melhor pela relação de dominância. Entre-

tanto, ao comparar soluções de uma mesma fronteira, o critério de desempate será o

maior crowding distance. Assim, o NSGA-II busca garantir um elitismo das soluções

com boa cobertura do espaço de soluções.

Já no algoritmo SPEA2 o fitness dos indiv́ıduos é calculado de acordo com a sua

força e densidade de vizinhança. De maneira geral, a força é calculada com base no

número de indiv́ıduos que dominam e na distância para um enésimo vizinho. Assim,

na comparação entre dois indiv́ıduos, o SPEA2 considera mais apto o que possui uma

menor dominância e uma maior distância para o enésimo vizinho, trazendo um elitismo

ao algoritmo ao mesmo tempo em que busca uma maior dispersão e consequente melhor

cobertura da fronteira Pareto.

O pseudocódigo mostrado em Algoritmo 3.1 apresenta a estrutura geral do Algoritmo

Evolutivo Muti-objetivo com G gerações utilizado nesse trabalho. É preciso destacar que
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o cálculo do fitness (linha 5) é baseado nos critérios do Algoritmo Evolutivo adotado

(NSGA-II ou SPEA2 ) e as etapas de seleção e geração de descendentes (linhas 6 e 7)

ocorrem seguindo os operadores de cruzamento, mutação e seleção que serão apresenta-

dos posteriormente nessa Seção, ressaltando ainda que, após as operações de cruzamento

e mutação, se faz necessário executar o processo de normalização para tornar as restrições

fact́ıveis, respeitando as restrições pré-estabelecidas.

Algoritmo 3.1: Pseudocódigo do Algoritmo Evolutivo Multiobjetivo (Adaptado
de Kaucic, Moradi e Mirzazadeh 2019)

Result: Conjunto de soluções
k = 0 ;1

P0 = Gera solucoes aleatorias(N);2

Q0 = Ø;3

while k<G do4

Calcula fitness(Pk) ;5

Qk = Geracao descendente(Pk) ;6

Pk+1 = Seleciona populacao(Pk, Qk) ;7

k = k + 1 ;8

retorne Pk;9

Sendo o conjunto de N ativos dispońıveis para alocação de capital, um indiv́ıduo é

representado por um vetor de tamanho N , sendo que cada gene ou posição do vetor

contem um valor real entre 0 e 1, representando a porcentagem de capital alocado por

ativo. Para fins de integralidade de alocação do capital no portfólio, a soma de todas as

posições do indiv́ıduo deve ser igual a 1. Assim, um indiv́ıduo W , pode ser representado

por: W = {w0, w1, ..., wn} em que wi é a porcentagem total de capital alocado no ativo

i e N o número total de ativos dispońıveis.

Na Figura 3.1 é apresentado um exemplo de representação de indiv́ıduo utilizada

nesse trabalho. Observa-se que se tem um conjunto de ativos com N igual a 10, que em

cada um dos ativos 1, 5 e 6 são alocados 22% do capital, nos ativos 2 e 10 são alocados

17% do capital e por fim que não há alocação nos ativos 3, 4, 7, 8 e 9. Destacam-se ainda

duas caracteŕısticas no indiv́ıduo mostrado como exemplo na Figura 3.1: a primeira é

que a soma de todos valores do vetor é igual a 1, indicando que todo capital dispońıvel

foi alocado nos ativos; a segunda é que a cardinalidade (K) da solução é igual a 5, pois

tem-se o capital aplicado em 5 ativos.

Nesse trabalho, ao considerar o problema de otimização de portfólios sujeito às res-

trições de cardinalidade e de fronteira, na etapa de inicializar a população aleatoriamente,
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Figura 3.1: Exemplo de representação de indiv́ıduo

Selecionar K ativos

Alocar um valor aleatório para cada 

ativo selecionado

Normalizar solução para respeitar a 

restrição de fronteira

Figura 3.2: Representação esquemática do processo de criação aleatória de um
indiv́ıduo

se faz necessário seguir um processo que garanta que as soluções criadas respeitem essas

restrições. Conforme pode ser observado na Figura 3.2, esse processo consiste basica-

mente de três etapas. A primeira consiste em selecionar aleatoriamente K ativos entre

os N ativos dispońıveis para alocação de capital, de forma a se respeitar a restrição de

cardinalidade. Após definidos os ativos, a segunda etapa consiste em atribuir valores

aleatórios de alocação entre os limites superior e inferior definidos pela restrição de fron-

teira, de forma a respeitar essa restrição. Por fim, realiza-se o processo de normalização

para que se respeite a restrição de integralidade, de que todo capital deve ser alocado e,

portanto, a soma de todas alocações deve ser igual a 1.

O procedimento para normalização foi adaptado do apresentado por Chang et al.

(2000) e o pseudocódigo é apresentado em Algoritmo 3.2. Sendo K a cardinalidade do

portfólio, N o número total de ativos e wi o total de capital alocado no ativo i e os

limites inferior e superior, respectivamente lb e ub, o algoritmo de normalização busca

fazer com que a solução inicial respeite as restrições, buscando-se manter as proporções
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previamente alocadas em cada ativo.

Algoritmo 3.2: Pseudocódigo normalização de solução (Adaptado de Chang et al.
(2000))

Result: Conjunto de soluções
# Sendo:1

# Q o conjunto dos ativos com capital alocado (wi>0).
# R o conjunto dos ativos com capital alocado acima do limite superior (wi>ub).
# w′

i o valor de wi após a normalização
L =

∑N
i=1wi;

F = 1− (K · lb);2

w′
i = lb+ wi · (F/L) ∀i ∈ WN ;3

R = Ø;4

while ∃ i ∈ (Q−R) | w′
i>ub do5

for all i ∈ (Q−R) do6

if w′
i>ub then7

R = R ∪ [i];8

L =
∑

i∈(Q−R)wi;9

F = 1− (
∑

i∈(Q−R) lb+
∑

i∈R ub);10

for all i ∈ (Q−R) do11

w′
i = lb+ wi · (F/L);12

for all i ∈ R do13

w′
i = ub;14

Nesse trabalho, foi utilizado o operador de cruzamento BLX − α apresentado por

Streichert et al. (2004a). A escolha desse operador se deve ao fato de que os autores

apresentam uma comparação entre diferentes operadores de crossover observando que

o BLX − α teve um desempenho levemente superior. De maneira geral, sendo WN

o indiv́ıduo resultante do cruzamento dos indiv́ıduos W 1 e W 2, usando esse operador

temos que no indiv́ıduo resultante cada posição wN
i recebe um valor aleatório entre

wi,min − I · α e wi,max + I · α sendo wi,min = MIN(w1
i , w

2
i ), wi,max = MAX(w1

i , w
2
i ) e

I = w(i,max) − w(i,min). Seguindo ainda o modelo apresentado pelos autores, o valor de

α foi definido em 0.5 e, após o cruzamento, são efetuadas as operações de normalização

para que o indiv́ıduo resultante se torne fact́ıvel respeitando as restrições dadas para o

problema.

Na Figura 3.3 é apresentado um exemplo de cruzamento implementado nesse traba-

lho. Observa-se que temos nesse exemplo um número de ativos dispońıveis (N) igual

a 10, cardinalidade (K) igual a 3 e os limites inferior e superior (lb e ub) iguais a 0,25
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.350.000.30 0.35

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.270.330.000.00 0.000.000.000.40 0.00

Indivíduo 1:

Indivíduo 2:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.290.380.000.00 0.000.450.000.41 0.47Indivíduo resultante

(crossover):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.450.000.41 0.47
Indivíduo resultante

(correção cardinalidade):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.330.000.33 0.34
Indivíduo resultante

(normalizado):

Figura 3.3: Exemplo do operador de cruzamento

e 0,40. Pode-se verificar na Figura que inicialmente é realizado o cruzamento usando

o operador BLX − α descrito anteriormente, entretanto o indiv́ıduo resultante viola a

restrição de cardinalidade e de integralidade. Para correção da restrição de cardinali-

dade, são selecionados os K ativos com maior alocação de capital e por fim, utilizando

o Algoŕıtimo 3.2 é feita a normalização para fazer com que a solução resultante respeite

a restrição de integralidade.

Para o operador de mutação, foi utilizado o modelo apresentado por Streichert et al.

(2004a) em que para cada valor de wi (com wi>0) é adicionado um valor aleatório σi tal

que (−(ub− lb) ⩽ σi ⩽ (ub− lb)) e em seguida são aplicadas as funções de normalização

para fazer que a solução resultante dessa operação respeite as restrições impostas pelo

problema.

Na Figura 3.4 é apresentado um exemplo do funcionamento do operador de mutação.

De maneira análoga ao exemplo do operador de cruzamento considera-se um número de

ativos dispońıveis (N) igual a 10, cardinalidade (K) igual a 3 e os limites inferior e

superior (lb e ub) iguais a 0,25 e 0,40. Para os ativos 2, 7 e 9 com alocação de capital são

definidos aleatoriamente valores de σ entre −0, 15 e 0, 15 e esses valores são somados a

alocação de cada um. Observa-se que o indiv́ıduo resultante possui uma alocação total
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.350.000.30 0.35

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.380.000.20

Indivíduo

original:

Indivíduo

após mutação:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00 0.000.000.000.00 0.000.340.000.30 0.36
Indivíduo resultante

(normalizado):

0.44

Figura 3.4: Exemplo do operador de mutação

igual a 1,02 o que viola a restrição de integralidade, assim, para corrigir esse problema

é utilizado o Algoritmo 3.2 para normalizar a solução, tornando-a fact́ıvel.

Por fim, para o operador de seleção utilizou-se os critérios de fitness do Algoritmo

Evolutivo Multiobjetivo escolhido (NSGA-II ou SPEA2), ou seja, usando critérios de

dominância Pareto e distância entre as soluções como critério de seleção elitista dos

indiv́ıduos que iriam compor a próxima geração. De maneira geral, são escolhidos sempre

os mais aptos entre os indiv́ıduos da geração atual(pais), adicionados da população de

filhos resultante das operações de cruzamento e mutação.

3.4 Conclusão

Nesse caṕıtulo foi apresentado o modelo de otimização de portfólios utilizado nesse

trabalho e como esse modelo foi implementado.

Nos caṕıtulos seguintes serão apresentados os experimentos computacionais, bem

como os resultados obtidos a partir desses.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Nesse caṕıtulo são apresentadas inicialmente as instâncias utilizadas nos testes. A seguir,

são descritos os experimentos e os resultados obtidos. Por fim, é apresentada uma análise

dos resultados buscando se estabelecer uma relação entre a variação dos parâmetros

das restrições na qualidade das fronteiras Pareto obtidas e no tempo de execução dos

algoritmos.

4.1 Instâncias

Uma instância é um problema de teste usado para avaliação e comparação de métodos

utilizados na solução do mesmo. Assim nesse trabalho, uma instância consiste de um

conjunto de N ativos financeiros nos quais o investidor deseja alocar partes do capital

em K ativos diferentes, respeitando as restrições de limites inferior e superior (lb e ub),

além de considerar os custos de transação.

As instâncias de teste buscam simular um posśıvel cenário real de um investidor no

mercado de ações negociadas na bolsa de valores do Brasil, a Brasil, Bolsa, Balcão (B3 ).

Nesse cenário, dentre os ativos listados na carteira teórica IBrX 100 B3 (Tabela 4.1), onde

são listados os ativos com maior volume de negócios da B3, seleciona-se um portfólio,

que respeite as restrições de cardinalidade (K) e de fronteira (ub e lb), incorporando ao

mesmo o impacto dos custos de transação e tributação. Destaca-se também que para o

cálculo dos custos de transação se faz necessário saber o capital do investidor, pois os

custos impactam diretamente no mesmo, assim as instâncias de testes consideram um

49
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Tabela 4.1: Lista de ativos IBrx 100 (Data de referência: 21/01/2022). Fonte
B3.

Código Empresa Código Empresa Código Empresa

RRRP3 3R Petroleum ELET6 Eletrobras MRVE3 MRV

ALPA4 Alpargatas EMBR3 Embraer MULT3 Multiplan

ABEV3 Ambev S/A ENBR3 Energias BR PCAR3 Pão de Açúcar-CBD

AMER3 Americanas ENGI11 Energisa PETR3 Petrobras

ASAI3 Assai ENEV3 Eneva PETR4 Petrobras

AZUL4 Azul EGIE3 Engie Brasil PRIO3 Petrorio

B3SA3 B3 EQTL3 Equatorial PETZ3 Petz

BIDI11 Banco Inter EZTC3 Eztec PSSA3 Porto Seguro

BPAN4 Banco Pan FLRY3 Fleury POSI3 Positivo TEC

BBSE3 BB Seguridade GGBR4 Gerdau QUAL3 Qualicorp

BRML3 BR Malls GOAU4 Gerdau Metalugica RADL3 Raiadrogasil

BBDC3 Banco Bradesco GOLL4 Gol RDOR3 Rede D’Or

BBDC4 Banco Bradesco NTCO3 Grupo Natura RAIL3 Rumo S.A.

BRAP4 Bradespar SOMA3 Grupo Soma SBSP3 Sabesp

BBAS3 Banco do Brasil HAPV3 Hapvida SANB11 Santander BR

BRKM5 Braskem HYPE3 Hypera STBP3 Santos BRP

BRFS3 BRF SA IGTI11 Iguatemi S.A CSNA3 Siderurgia Nacional

BPAC11 Banco BTGP IRBR3 IRB Brasil SLCE3 SLC Agŕıcola

CRFB3 Carrefour BR ITSA4 Itausa SULA11 Sul America

CCRO3 CCR SA ITUB4 Itau Unibanco SUZB3 Suzano S.A.

CMIG4 Cemig JBSS3 JBS TAEE11 Taesa

CESP6 Cesp KLBN11 Klabin S/A VIVT3 Telefonica Brasil

CIEL3 Cielo LIGT3 Light S/A TIMS3 Tim

COGN3 Cogna ON RENT3 Localiza TOTS3 Totvs

CPLE6 Copel LCAM3 Locamerica UGPA3 Ultrapar

CSAN3 Cosan LWSA3 Locaweb USIM5 Usiminas

CPFE3 CPFL Energia AMAR3 Lojas Marisa VALE3 Vale

CMIN3 CSN Mineração LREN3 Lojas Renner VIIA3 Via

CVCB3 CVC Brasil MGLU3 Magazine Luiza VBBR3 Vibra

CYRE3 Cyrela Realty MRFG3 Marfrig WEGE3 WEG

DXCO3 Dexco CASH3 Meliuz YDUQ3 Yduqs

ECOR3 Ecorodovias BEEF3 Minerva

ELET3 Eletrobras MOVI3 Movida

capital de R$50.000,00 (cinquenta mil reais).

Na Tabela 4.1 observa-se que o cenário utilizado nos testes é composto por 97 ações de

empresas brasileiras listadas na B3 com os dados históricos de variação de preços men-

sais no peŕıodo de 01/05/2021 a 29/07/2022 obtidos através da AlphaVantage (2017).

De maneira mais espećıfica, cada instância de testes busca selecionar um portfólio inde-

pendente para cada intervalo de tempo diferente, sendo esses os meses de junho e julho

de 2022, seguindo um determinado conjunto de restrições, de forma a se estabelecer o

impacto da variação das mesmas na curva Pareto do conjunto de soluções obtidas.

4.2 Experimentos

Os experimentos propostos nesse trabalho consistem em se avaliar o impacto dos custos

de transação, da cardinalidade e dos limites superiores e inferiores de alocação por ativo.
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Para isso, foi planejado um conjunto de experimentos conforme a Tabela 4.2, destacando-

se que os resultados que serão apresentados nesse trabalho se baseiam na execução de

cada instância 100 vezes.

Tabela 4.2: Parâmetros utilizados nos experimentos

Instância K λ lb ub Custos

1 10 10% 9% 11% Não

2 10 30% 7% 13% Não

3 10 50% 5% 15% Não

4 20 10% 4,5% 5,5% Não

5 20 30% 3,5% 6,5% Não

6 20 50% 2,5% 7,5% Não

7 30 10% 3% 3,66% Não

8 30 30% 2,33% 4,33% Não

9 30 50% 1,66% 5% Não

10 10 10% 9% 11% Sim

11 10 30% 7% 13% Sim

12 10 50% 5% 15% Sim

13 20 10% 4,5% 5,5% Sim

14 20 30% 3,5% 6,5% Sim

15 20 50% 2,5% 7,5% Sim

16 30 10% 3% 3,66% Sim

17 30 30% 2,33% 4,33% Sim

18 30 50% 1,66% 5% Sim

Na Tabela 4.2 observa-se que, nas instâncias de testes, foram utilizados valores de

cardinalidade (K) iguais a 10, 20 e 30 para avaliar o impacto dessa restrição na fronteira

Pareto resultante. É importante ressaltar que para valores deK mais baixos existe o risco

de haver pouca diversificação do capital total, ocorrendo, entretanto, uma diminuição

nos custos operacionais relacionados às operações de compras e vendas dos ativos. Já

valores muito elevados de K permitem uma boa diluição do risco entre os ativos, mas

elevam os custos operacionais por fazerem com que aumente o número de operações

de compra e venda desses ativos. Esse trabalho também avalia o efeito do custo de

transação apresentado na Seção 3.1, buscando-se compreender seus impactos no modelo

de otimização de portfólios. Com as instâncias de testes propostas, espera-se avaliar a
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influência dessas restrições para fornecer ao investidor ferramentas para uma seleção de

portfólio que consiga um melhor equiĺıbrio entre diversificação e custos operacionais.

Sabe-se também pelas Equações 3.19 e 3.20 que o valor máximo para o limite inferior

e o valor mı́nimo para o limite superior deve ser igual a 1/K para manter a factibilidade

do modelo. Como esse valor é dependente da cardinalidade, a maneira utilizada para

normalizar os valores de limite inferior e superior nas diferentes cardinalidades foi definir

um coeficiente de dilatação das fronteiras (λ), que define o quanto restrito serão as

restrições de fronteira impostas às instâncias de testes. Os valores de λ utilizados nos

testes foram 10%, 30% e 50%. As Equações 4.1 e 4.2 apresentam os cálculos dos valores

de limite inferior e superior em função da cardinalidade(K) e do coeficiente de dilatação

das fronteiras (λ). É importante observar que, para valores de λ menores, o intervalo

de valores que podem ser alocados se torna menor e consequentemente o modelo mais

restrito e à medida que o valor de λ cresce, o intervalo se torna maior, deixando o modelo

mais flex́ıvel.

Destaca-se que os valores de K e λ foram escolhidos empiricamente, tentando in-

corporar aos testes diferentes cenários. Para valores de K e λ mais baixos busca-se um

cenário mais restritivo com um menor número de ativos e menos flexibilidade nos valores

de alocação por ativo dos ativos (lb e ub), aumentando a flexibilidade à medida que se

aumenta esses valores.

lb = (1− λ) · 1

K
, (4.1)

ub = (1 + λ) · 1

K
. (4.2)

Para mensurar o impacto dos custos na qualidade da fronteira Pareto e no tempo de

execução dos algoritmos são realizados testes comparando modelos que desconsideram os

custos com modelos que os incorporam e consequentemente possuem maior complexidade

computacional. Com isso, espera-se entender melhor o impacto desses custos, permitindo

que o investidor consiga obter modelos teóricos mais próximos de uma aplicação prática

e também buscando um equilibro da qualidade das soluções com o tempo de execução

dos algoritmos.
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Tabela 4.3: Resultados dos experimentos

Instância K λ Custo

Junho/2022 Julho/2022

NSGA-II SPEA2 NSGA-II SPEA2

H T H T H T H T

1 10 10% Não 3, 20× 10
−4

20,42 3, 15× 10
−4

69,31 3, 24× 10
−4

19,62 3, 86× 10
−4

68,48

2 10 30% Não 3, 77× 10
−4

20,78 3, 67× 10
−4

61,27 4, 08× 10
−4

18,79 3, 60× 10
−4

69,38

3 10 50% Não 4, 43× 10
−4

19,32 4, 23× 10
−4

73,68 4, 37× 10
−4

18,87 3, 85× 10
−4

73,95

4 20 10% Não 6, 35× 10
−5

21,79 5, 97× 10
−5

64,61 6, 95× 10
−5

22,23 6, 76× 10
−5

60,34

5 20 30% Não 7, 58× 10
−5

21,61 6, 79× 10
−5

69,84 8, 56× 10
−5

21,62 8, 01× 10
−5

64,76

6 20 50% Não 9, 92× 10
−5

22,55 8, 40× 10
−5

71,47 1, 11× 10
−4

22,48 1, 03× 10
−4

67,65

7 30 10% Não 3, 27× 10
−5

25,09 3, 30× 10
−5

58,74 4, 14× 10
−5

25,00 4, 55× 10
−5

59,09

8 30 30% Não 3, 13× 10
−5

24,88 3, 24× 10
−5

67,75 4, 83× 10
−5

24,99 4, 92× 10
−5

62,51

9 30 50% Não 3, 17× 10
−5

26,56 3, 74× 10
−5

59,04 5, 25× 10
−5

26,84 4, 50× 10
−5

59,18

10 10 10% Sim 3, 24× 10
−4

40,69 3, 14× 10
−4

92,51 3, 91× 10
−4

39,80 3, 27× 10
−4

90,88

11 10 30% Sim 3, 74× 10
−4

40,34 3, 45× 10
−4

83,60 3, 94× 10
−4

39,49 3, 65× 10
−4

90,89

12 10 50% Sim 4, 58× 10
−4

40,89 4, 14× 10
−4

95,97 4, 50× 10
−4

39,96 3, 85× 10
−4

96,81

13 20 10% Sim 6, 25× 10
−5

45,93 6, 13× 10
−5

90,27 7, 51× 10
−5

45,83 6, 55× 10
−5

85,47

14 20 30% Sim 7, 12× 10
−5

45,78 6, 94× 10
−5

96,28 8, 92× 10
−5

45,18 8, 02× 10
−5

89,91

15 20 50% Sim 9, 55× 10
−5

46,59 8, 87× 10
−5

96,36 1, 11× 10
−4

46,39 1, 05× 10
−4

91,38

16 30 10% Sim 3, 35× 10
−5

53,08 3, 30× 10
−5

87,08 4, 92× 10
−5

51,93 4, 41× 10
−5

86,64

17 30 30% Sim 3, 42× 10
−5

52,92 3, 06× 10
−5

96,66 4, 90× 10
−5

52,45 4, 42× 10
−5

92,25

18 30 50% Sim 3, 98× 10
−5

54,23 3, 73× 10
−5

87,46 5, 07× 10
−5

53,83 4, 80× 10
−5

88,00

4.3 Resultados

Para execução dos testes computacionais, os algoritmos foram implementados utilizando

a linguagem de programação C++ e todos experimentos práticos que serão apresentados

foram executados utilizando-se um computador com as seguintes configurações: proces-

sador Intel Core i7 3.6 Ghz, memória RAM de 16 Gb. e sistema operacional Windows

10 64 bits.

Na Tabela 4.3 são apresentados os resultados de hipervolume(H) e tempo(T ) em

segundos da execução de cada instância de teste, ressaltando que os resultados apresen-

tados são a mediana de 100 execuções de cada instância. Observa-se que são utilizados

os algoritmos NSGA-II e SPEA2, para dois intervalos de tempo diferentes variando-se

os parâmetros das restrições de cardinalidade (K), coeficiente de dilatação das fronteiras

(λ) e custos de transação. Para as instâncias de testes onde se levam em conta os custos

de transação, considera-se que o capital alocado no portfólio é de R$50.000,00(cinquenta
mil reais).

Analisando a Tabela 4.3 observa-se que, para ambos peŕıodos de tempo, a qualidade

das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume obtidas usando o NSGA-II e o SPEA2 se

mostram muito próximas para todas as instâncias de teste, embora o tempo de execução

das instâncias pelo NSGA-II se mostre muito menor.
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A Figura 4.1 mostra o tempo de execução dos algoritmos no primeiro intervalo de

tempo (junho/2022) enquanto a Figura 4.2 apresentam essa comparação para o segundo

intervalo analisado (julho/2022). Observa-se que não ocorre a sobreposição entre as

caixas do boxplot, o que nos permite afirmar, que estatisticamente, o tempo de execução

dos algoritmos são diferentes. Nesse parâmetro, em ambos intervalos, destaca-se uma

superioridade do NSGA-II se comparado ao SPEA2 por se obter um tempo de execução

menor.

Para a verificar se há diferenças nas médias do hipervolume entre os algoritmos é

utilizado o teste T-Stundent. De maneira geral, esse teste verifica duas hipóteses sobre

os conjuntos observados - H0 (ou hipótese nula): a média dos conjuntos é igual; H1

(ou hipótese alternativa): a média dos conjuntos é diferente. De acordo com o ńıvel de

significância (α) adotado pode-se rejeitar ou não a hipótese nula (Crawley; 2014). Nas

Tabelas 4.4 e 4.5 são apresentados as médias (µ), o desvio padrão (SD), o p− value e a

informação se a hipótese nula foi rejeitada. Pode-se observar, usando uma significância

(α) igual a 0,01, , que para maioria das instâncias não se pode rejeitar H0 indicando que

o resultado médio é estatisticamente igual.

Já na Figura 4.3 é apresentado um comparativo do hipervolume para o peŕıodo de

junho de 2022 e na Figura 4.4 para o peŕıodo de julho de 2022. Em ambos os peŕıodos

analisados observa-se que a qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume

obtidas pelo NSGA-II e pelo SPEA2 são muito próximas, não apresentando superiori-

dade aparente de nenhum dos algoritmos.

Embora não se possa afirmar que estatisticamente não haja diferença no hipervolume

dos algoritmos em todas as instâncias de testes, ao observar as fronteiras Pareto no

peŕıodo de junho de 2022 na Figura 4.5 e do peŕıodo de julho de 2022 e na Figura

4.6 pode-se verificar visualmente que as fronteiras Pareto são muito próximas para os

dois algoritmos utilizados. Entretanto, como visto anteriormente, o tempo médio de

execução do NSGA-II tende a ser inferior ao SPEA2 e, portanto, nas próximas seções,

serão utilizados somente os resultados obtidos pelo NSGA-II.

Com o intuito de analisar o impacto dos custos de transação e de cada restrição

individualmente, a análise será dividida em três partes, sendo na primeira um estudo do

impacto dos custos e transação, seguido do estudo do impacto da restrição de cardinali-

dade mantendo fixa a restrição de fronteira e, por fim, o estudo do impacto da restrição

de fronteira, mantendo-se fixa a restrição de cardinalidade.
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Tabela 4.4: Comparativo dos hipervolumes obtidos com NSGA-II e SPEA2
(Peŕıodo: Junho/2022)

Instância K λ Custo
NSGA-II SPEA2

p-value rejeita H0µ SD µ SD

1 10 10% Não 2, 87× 10
−4

4, 81× 10
−5

2, 91× 10
−4

4, 14× 10
−5

5, 23× 10
−1

Não

2 10 30% Não 3, 51× 10
−4

5, 98× 10
−5

3, 47× 10
−4

4, 86× 10
−5

5, 97× 10
−1

Não

3 10 50% Não 4, 22× 10
−4

7, 58× 10
−5

4, 00× 10
−4

8, 18× 10
−5

4, 76× 10
−2

Não

4 20 10% Não 6, 21× 10
−5

1, 54× 10
−5

5, 93× 10
−5

1, 66× 10
−5

2, 21× 10
−1

Não

5 20 30% Não 7, 37× 10
−5

1, 09× 10
−5

6, 81× 10
−5

1, 48× 10
−5

2, 60× 10
−3

Sim

6 20 50% Não 9, 83× 10
−5

1, 60× 10
−5

8, 69× 10
−5

2, 03× 10
−5

2, 03× 10
−5

Sim

7 30 10% Não 3, 40× 10
−5

1, 60× 10
−5

3, 53× 10
−5

1, 40× 10
−5

4, 94× 10
−1

Não

8 30 30% Não 3, 39× 10
−5

1, 18× 10
−5

3, 43× 10
−5

1, 20× 10
−5

7, 83× 10
−1

Não

9 30 50% Não 4, 10× 10
−5

1, 66× 10
−5

3, 87× 10
−5

1, 44× 10
−5

2, 99× 10
−1

Não

10 10 10% Sim 3, 00× 10
−4

4, 09× 10
−5

2, 90× 10
−4

4, 40× 10
−5

8, 74× 10
−2

Não

11 10 30% Sim 3, 53× 10
−4

5, 95× 10
−5

3, 31× 10
−4

5, 65× 10
−5

9, 76× 10
−3

Sim

12 10 50% Sim 4, 26× 10
−4

7, 48× 10
−5

4, 03× 10
−4

6, 77× 10
−5

2, 15× 10
−2

Não

13 20 10% Sim 5, 99× 10
−5

1, 16× 10
−5

6, 01× 10
−5

1, 41× 10
−5

9, 16× 10
−1

Não

14 20 30% Sim 7, 33× 10
−5

1, 56× 10
−5

6, 75× 10
−5

1, 50× 10
−5

7, 75× 10
−3

Sim

15 20 50% Sim 9, 74× 10
−5

1, 76× 10
−5

8, 97× 10
−5

1, 96× 10
−5

4, 35× 10
−3

Sim

16 30 10% Sim 3, 72× 10
−5

1, 63× 10
−5

3, 40× 10
−5

1, 20× 10
−5

1, 14× 10
−1

Não

17 30 30% Sim 3, 79× 10
−5

1, 45× 10
−5

3, 25× 10
−5

1, 15× 10
−5

4, 50× 10
−3

Sim

18 30 50% Sim 4, 06× 10
−5

1, 40× 10
−5

3, 88× 10
−5

1, 41× 10
−5

3, 82× 10
−1

Não

Tabela 4.5: Comparativo dos hipervolumes obtidos com NSGA-II e SPEA2
(Peŕıodo: Julho/2022)

Instância K λ Custo
NSGA-II SPEA2

p-value rejeita H0µ SD µ SD

1 10 10% Não 3, 45× 10
−4

6, 29× 10
−5

3, 47× 10
−4

6, 44× 10
−5

7, 82× 10
−1

Não

2 10 30% Não 3, 88× 10
−4

6, 49× 10
−5

3, 65× 10
−4

7, 09× 10
−5

1, 84× 10
−2

Não

3 10 50% Não 4, 39× 10
−4

6, 67× 10
−5

4, 02× 10
−4

7, 22× 10
−5

2, 24× 10
−4

Sim

4 20 10% Não 7, 30× 10
−5

1, 87× 10
−5

7, 01× 10
−5

1, 83× 10
−5

2, 72× 10
−1

Não

5 20 30% Não 9, 24× 10
−5

2, 18× 10
−5

8, 81× 10
−5

2, 36× 10
−5

1, 81× 10
−1

Não

6 20 50% Não 1, 14× 10
−4

2, 03× 10
−5

1, 05× 10
−4

2, 26× 10
−5

1, 39× 10
−3

Sim

7 30 10% Não 4, 43× 10
−5

1, 36× 10
−5

4, 42× 10
−5

1, 22× 10
−5

9, 67× 10
−1

Não

8 30 30% Não 5, 03× 10
−5

1, 36× 10
−5

4, 70× 10
−5

1, 32× 10
−5

7, 74× 10
−2

Não

9 30 50% Não 5, 40× 10
−5

1, 72× 10
−5

4, 75× 10
−5

1, 52× 10
−5

5, 15× 10
−3

Sim

10 10 10% Sim 3, 56× 10
−4

6, 12× 10
−5

3, 39× 10
−4

6, 86× 10
−5

6, 48× 10
−2

Não

11 10 30% Sim 3, 80× 10
−4

6, 40× 10
−5

3, 69× 10
−4

5, 83× 10
−5

1, 84× 10
−1

Não

12 10 50% Sim 4, 43× 10
−4

7, 41× 10
−5

3, 93× 10
−4

6, 77× 10
−5

1, 42× 10
−6

Sim

13 20 10% Sim 7, 79× 10
−5

1, 96× 10
−5

7, 07× 10
−5

1, 94× 10
−5

9, 97× 10
−3

Sim

14 20 30% Sim 9, 43× 10
−5

2, 05× 10
−5

8, 49× 10
−5

1, 91× 10
−5

1, 04× 10
−3

Sim

15 20 50% Sim 1, 13× 10
−4

2, 27× 10
−5

1, 06× 10
−4

2, 14× 10
−5

2, 84× 10
−2

Não

16 30 10% Sim 4, 71× 10
−5

1, 44× 10
−5

4, 62× 10
−5

1, 43× 10
−5

6, 68× 10
−1

Não

17 30 30% Sim 4, 98× 10
−5

1, 22× 10
−5

4, 58× 10
−5

1, 36× 10
−5

2, 84× 10
−2

Não

18 30 50% Sim 5, 35× 10
−5

1, 58× 10
−5

5, 04× 10
−5

1, 52× 10
−5

1, 58× 10
−1

Não
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Tabela 4.6: Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e conside-
rando custos de transação (Peŕıodo: Junho/2022)

Instância K λ
Sem custos Com custos

p-value rejeita H0µ SD µ SD

1 10 10% 2, 87× 10
−4

4, 81× 10
−5

3, 00× 10
−4

4, 09× 10
−5

3, 12× 10
−2

Não

2 10 30% 3, 51× 10
−4

5, 98× 10
−5

3, 53× 10
−4

5, 95× 10
−5

8, 19× 10
−1

Não

3 10 50% 4, 22× 10
−4

7, 58× 10
−5

4, 26× 10
−4

7, 48× 10
−5

6, 79× 10
−1

Não

4 20 10% 6, 21× 10
−5

1, 54× 10
−5

5, 99× 10
−5

1, 16× 10
−5

2, 43× 10
−1

Não

5 20 50% 7, 37× 10
−5

1, 09× 10
−5

7, 33× 10
−5

1, 56× 10
−5

8, 50× 10
−1

Não

6 20 30% 9, 83× 10
−5

1, 60× 10
−5

9, 74× 10
−5

1, 76× 10
−5

7, 02× 10
−1

Não

7 30 10% 3, 40× 10
−5

1, 60× 10
−5

3, 72× 10
−5

1, 63× 10
−5

1, 17× 10
−1

Não

8 30 30% 3, 39× 10
−5

1, 18× 10
−5

3, 79× 10
−5

1, 45× 10
−5

3, 45× 10
−2

Não

9 30 50% 4, 10× 10
−5

1, 66× 10
−5

4, 06× 10
−5

1, 40× 10
−5

8, 62× 10
−1

Não

Tabela 4.7: Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e conside-
rando custos de transação (Peŕıodo: Julho/2022)

Instância K λ
Sem custos Com custos

p-value rejeita H0µ SD µ SD

1 10 10% 3, 45× 10
−4

6, 29× 10
−5

3, 56× 10
−4

6, 12× 10
−5

1, 77× 10
−1

Não

2 10 30% 3, 88× 10
−4

6, 49× 10
−5

3, 80× 10
−4

6, 40× 10
−5

4, 13× 10
−1

Não

3 10 50% 4, 39× 10
−4

6, 67× 10
−5

4, 43× 10
−4

7, 41× 10
−5

6, 58× 10
−1

Não

4 20 10% 7, 30× 10
−5

1, 87× 10
−5

7, 79× 10
−5

1, 96× 10
−5

7, 04× 10
−2

Não

5 20 50% 9, 24× 10
−5

2, 18× 10
−5

9, 43× 10
−5

2, 05× 10
−5

5, 41× 10
−1

Não

6 20 30% 1, 14× 10
−4

2, 03× 10
−5

1, 13× 10
−4

2, 27× 10
−5

6, 45× 10
−1

Não

7 30 10% 4, 43× 10
−5

1, 36× 10
−5

4, 71× 10
−5

1, 44× 10
−5

1, 55× 10
−1

Não

8 30 30% 5, 03× 10
−5

1, 36× 10
−5

4, 98× 10
−5

1, 22× 10
−5

7, 76× 10
−1

Não

9 30 50% 5, 40× 10
−5

1, 72× 10
−5

5, 35× 10
−5

1, 58× 10
−5

8, 36× 10
−1

Não

4.3.1 Análise dos custos de transação

Na Figura 4.7 são apresentados os comparativos dos tempos de execução para as instâncias

de testes nos dois peŕıodos analisados. Observa-se que para todas instâncias ocorre um

aumento no tempo de execução quando os custos de transação e tributação são consi-

derados e como não há sobreposição das caixas do boxblot pode-se afirmar que eles são

estatisticamente diferentes. Esse aumento é explicado pelo fato de que a complexidade

do algoritmo cresce muito ao incorporar os custos de transação, impactando diretamente

no tempo de execução do algoritmo.

Nas Tabelas 4.6 e 4.7 são apresentados os testes T-Student comparando o hipervolume

das instâncias sem e com os custos de transação. Pelos resultados de testes, verifica-se

que para os valores de K e λ analisados, não há diferença entre os hipervolumes medidos,

mostrando que o custos de transação não impactaram na qualidade das soluções obtidas.

Já na Figura 4.8 são apresentadas a dispersão dos hipervolumes das fronteiras Pareto



Resultados 57

obtidas nos peŕıodos de testes. É interessante observar que os hipervolumes são bastante

próximos em todas as instâncias observadas, evidenciando que os custos de transação não

impactaram significante na qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume.

Isso pode ser explicado pelo fato de que, nesse trabalho, o custo de transação afeta

somente o retorno do portfólio e não o risco. Aliado a isso, tem-se que o modelo de

custos utiliza um custo fixo de transação de R$10,00 (dez reais) e o capital total do

portfólio das instâncias de teste é de R$50.000,00 (cinquenta mil reais), ou seja, cada

operação de compra ou venda tem o custo de 0,02% do capital total, fazendo que seu

impacto na qualidade da fronteira Pareto seja pouco significativo. Destaca-se também

que o impacto dos custos foram medidos em cada instante tempo de forma independente

o que minimiza o impacto do mesmo, sendo interessante em trabalhos futuros buscar

entender seu impacto cumulativo após sucessivas rodadas de testes.

Nas Figuras 4.9 e 4.10 são mostrados comparativos das fronteiras Pareto dos mo-

delos que ignoram os custos de transação com os modelos que consideram os custos de

transação. Observa-se que as fronteiras obtidas se sobrepõem em todas as instâncias

observadas. Isso ajuda a confirmar que os custos de transação trazem pouco impacto na

fronteira Pareto obtida.

4.3.2 Análise da restrição de cardinalidade

Na Figura 4.11 são apresentadas as dispersões do tempo de execução das instâncias

de teste para os dois intervalos de tempo analisados, comparando o tempo utilizando-

se valores do coeficiente de dilatação de fronteiras (λ) fixos. Numa primeira análise,

observa-se que, independente do valor λ utilizado nos testes e aumentando-se a cardina-

lidade, tende-se a aumentar o tempo de execução. Esse aumento no tempo de execução

pode estar associado ao fato de que ao aumentar o número de ativos selecionados, traz-se

uma maior flexibilidade ao modelo de otimização, mas acaba implicando em um maior

consumo computacional.

Para tentar entender se ocorre uma variação estat́ıstica dos resultados obtidos a

medida que se varia a cardinalidade foi utilizado o teste ANOVA. De maneira geral

esse teste compara três ou mais grupos independentes buscando responder se há ou não

diferença nas médias dos conjuntos observados. Para isso, são elaboradas duas hipóteses,

sobre os conjuntos observados - H0 (ou hipótese nula): a média dos conjuntos é igual; H1

(ou hipótese alternativa): a média dos conjuntos é diferentes. Para realizar esse teste de

hipóteses, o teste ANOVA retorna dois valores, sendo eles: valor F que informa o quanto
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Tabela 4.8: Comparativo dos tempos de execução e hipervolumes com coefici-
ente de dilatação das fronteiras (λ) fixo (Peŕıodo: Junho/2022)

λ Custos
Tempo Hipervolume

F p-value rejeita H0 F p-value rejeita H0

10% Não 745,89 4, 12× 10
−83

Sim 1042,58 2, 57× 10
−99

Sim

30% Não 609,61 4, 80× 10
−74

Sim 1132,30 1, 64× 10
−103

Sim

50% Não 4034,60 2, 90× 10
−175

Sim 1194,20 2, 95× 10
−106

Sim

10% Sim 1219,31 2, 45× 10
−107

Sim 1034,21 6, 55× 10
−99

Sim

30% Sim 2668,21 9, 71× 10
−151

Sim 1061,84 3, 07× 10
−100

Sim

50% Sim 2634,36 5, 38× 10
−150

Sim 1201,09 1, 49× 10
−106

Sim

as médias variam entre si e um valor p− value que indica a probabilidade da diferença

ter ocorrido por acaso. Assim para valores de p− value menores que uma significância

(α) pré-estabelecida pode-se rejeitar H0 e concluir que a média dos grupos é diferente

(Crawley; 2014).

Nas Tabelas 4.8 e 4.9 são mostrados os resultados do teste ANOVA considerando os

valores de coeficiente de dilatação de fronteiras (λ) fixos para os dois peŕıodos de tempo

utilizados nos testes. Pode-se observar que para todas as instâncias o valor de p− value

foi menor que o grau de significância (α) igual a 0,01 adotado nesse trabalho. Assim

podemos afirmar que ao variar a cardinalidade (K), fez com tanto a média de tempo de

execução quanto a média do hipervolume, fossem estatisticamente diferentes.

Apesar de se observar um aumento no tempo de execução com um aumento da

cardinalidade, a qualidade da fronteira Pareto medida pelo hipervolume não tende a

aumentar com o aumento da cardinalidade. Embora não siga um comportamento linear,

na Figura 4.12 observa-se que, aumentando-se a cardinalidade, a qualidade da fronteira

tende a diminuir. É interessante observar que para todos valores de λ observados o valor

de K igual a 10 tendeu a apresentar fronteiras Pareto de melhor qualidade que os demais

valores. Com isso, pode-se concluir que nos modelos de otimização de portfólio é preciso

encontrar um equiĺıbrio entre valores de K baixos que trazem uma melhor eficiência em

relação ao tempo de execução, mas restringem a diversificação do risco entre os ativos,

e valores de K muito altos que, além de aumentar o tempo de execução, tendem a fazer

com que a qualidade das soluções obtidas diminua.

Embora nesse trabalho tenham sido utilizados valores fixos de cardinalidade, uma

abordagem alternativa da analise da cardinalidade é apresentada por Ferreira and Car-

doso (2021). Nesse trabalho, os autores usam a cardinalidade variável como uma função

objetivo a ser otimizada, como resultado é observado que determinados valores de car-
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Tabela 4.9: Comparativo dos tempos de execução e hipervolumes com coefici-
ente de dilatação das fronteiras (λ) fixo (Peŕıodo: Julho/2022)

λ Custos
Tempo Hipervolume

F p-value rejeita H0 F p-value rejeita H0

10% Não 316,22 1, 01× 10
−48

Sim 938,18 4, 58× 10
−94

Sim

30% Não 270,39 1, 09× 10
−43

Sim 1090,20 1, 41× 10
−101

Sim

50% Não 85,03 5, 54× 10
−18

Sim 1315,60 2, 54× 10
−111

Sim

10% Sim 753,93 1, 31× 10
−83

Sim 978,35 3, 89× 10
−96

Sim

30% Sim 277,64 1, 65× 10
−44

Sim 1131,31 1, 81× 10
−103

Sim

50% Sim 460,93 1, 90× 10
−62

Sim 1225,58 1, 32× 10
−107

Sim

Tabela 4.10: Comparativo dos tempos de execução e hipervolumes com cardi-
nalidade (K) fixa (Peŕıodo: Junho/2022)

K Custos
Tempo Hipervolume

F p-value rejeita H0 F p-value rejeita H0

10 Não 89,48 9, 70× 10
−19

Sim 234,32 1, 39× 10
−39

Sim

20 Não 32,94 2, 33× 10
−8

Sim 305,42 1, 43× 10
−47

Sim

30 Não 51,69 5, 26× 10
−12

Sim 12,96 3, 72× 10
−4

Sim

10 Sim 3, 80× 10
−4

9, 84× 10
−1

Não 217,40 2, 50× 10
−37

Sim

20 Sim 13,71 2, 53× 10
−4

Sim 295,83 1, 57× 10
−46

Sim

30 Sim 7,50 6, 54× 10
−3

Sim 2,60 1, 08× 10
−1

Não

dinalidade trazem melhores soluções, reforçando que ela impacta de fato na qualidade

das soluções obtidas.

Por fim, nas Figuras 4.13 e 4.14 são apresentadas as fronteiras Pareto resultantes das

100 execuções de cada instância de teste, sendo os resultados apresentados agrupados

pelo valor de λ. Pode-se observar que as fronteiras Pareto para valores de K menores

tendem a dominar as soluções obtidas por valores maiores de K. Entretanto, observa-se

que para valores maiores de K essa fronteira tende a apresentar uma cobertura mais

limitada do espaço de soluções.

4.3.3 Análise da restrição de fronteira

Ao analisar os gráficos apresentados na Figura 4.15 observa-se que não é posśıvel se

estabelecer uma relação direta entre o tempo de execução e o valor de coeficiente de

dilatação (λ) para os diferentes valores de K analisados neste trabalho. Dessa forma,

entende-se que o valor de λ não impacta de maneira significativa na eficiência do modelo

de otimização de portfólios.

Nos gráficos da Figura 4.16 são apresentados os hipervolumes agrupados pela cardi-
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Tabela 4.11: Comparativo dos tempos de execução e hipervolumes com cardi-
nalidade (K) fixa (Peŕıodo: Julho/2022)

K Custos
Tempo Hipervolume

F p-value rejeita H0 F p-value rejeita H0

10 Não 3,89 4, 94× 10
−2

Sim 104,98 2, 65× 10
−21

Sim

20 Não 1,73 1, 90× 10
−1

Não 207,32 4, 82× 10
−32

Sim

30 Não 6,84 9, 36× 10
−3

Sim 21,14 6, 00× 10
−6

Sim

10 Sim 3, 79× 10
−1

5, 39× 10
−1

Não 80,91 2, 82× 10
−17

Sim

20 Sim 1,36 2, 44× 10
−1

Não 139,13 1, 31× 10
−26

Sim

30 Sim 15,90 8, 40× 10
−5

Sim 10,03 1, 70× 10
−3

Sim

nalidade. É interessante observar que valores maiores de λ tendem a permitir melhores

soluções. Esse comportamento pode ser explicado pelo fato de que maiores valores de λ

permitem uma maior flexibilidade nos valores atribúıdos à alocação de capital em cada

ativo do portfólio, tornando o modelo de otimização menos restrito pela relaxação dos

valores de alocação.

De maneira similar ao apresentado na análise da restrição de cardinalidade (Seção

4.3.2) utilizou-se o teste ANOVA para tentar entender se ocorre uma variação estat́ıstica

dos resultados obtidos a medida que se varia o coeficiente de dilatação das fronteiras

(λ). Nas Tabelas 4.10 e 4.11 pode-se observar que embora para maioria das instâncias

a variação de λ fez com que houvesse uma diferença estat́ıstica nas médias do tempo de

execução e hipervolume, em algumas instâncias não houve essa diferenciação. Podemos

concluir assim, que ao alterar o valor de λ não impacta necessariamente no tempo de

execução e hipervolume, mas pelos testes realizados existe uma grande tendência de que

ocorra algum impacto com a variação de λ.

Na Figuras 4.17 e 4.18 são apresentadas as fronteiras Pareto obtidas a partir das

100 execuções de cada instância de teste para os peŕıodos analisados. Esses gráficos

evidenciam que valores de λ maiores tendem a trazer uma maior qualidade à fronteira

Pareto que se torna mais evidente com valores mais altos de K. Esse comportamento

pode ser explicado, pois aumentando-se o valor de λ e de K o modelo tende a se tornar

um pouco mais flex́ıvel, permitindo obter um conjunto de soluções de melhor qualidade.

4.4 Conclusão

Nesse caṕıtulo foram especificadas as configurações utilizadas na instâncias de teste, bem

como os resultados obtidos da execução dessas instâncias. Além disso, foi apresentada
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uma comparação dos algoritmos NSGA-II e SPEA2 analisando o tempo de execução e a

qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume. Por fim, foi feito um estudo

dos resultados de forma a tentar identificar o impacto de cada restrição individualmente

no modelo de otimização de portfólios.

Na comparação dos algoritmos NSGA-II e SPEA2 observa-se que embora estes apre-

sentem fronteiras Pareto muito próximas (Figuras 4.5 e 4.6) o tempo de execução do

SPEA2 se mostrou muito maior do que do NSGA-II (Figuras 4.1 e 4.2). Com isso,

optou-se por utilizar somente o NSGA-II nas demais análises.

Para os custos de transação e tributação observa-se que, embora ocorra um grande

aumento no tempo de execução do algoritmo (Figura 4.7), o impacto na qualidade das

soluções não é significativo (Figura 4.8). Isso pode ser explicado pelo fato de que, ao se

considerar os custos de transação, se traz uma maior complexidade ao algoritmo, o que

implica no aumento do tempo de execução. Entretanto, pelo fato do modelo de custos

adotado utilizar um custo de transação fixo baixo que corresponde a 0,02% do capital

total, esse custo impacta de maneira pouco significativa nas fronteiras obtidas.

Pela verificação dos resultados, observa-se que a restrição de cardinalidade traz ao

modelo de otimização de portfólios um impacto mais significativo que a restrição de

fronteira, tanto em relação ao tempo de execução quanto na qualidade das fronteiras

Pareto medidas através do hipervolume.

De maneira geral, pode-se concluir que aumentando-se o valor do coeficiente de di-

latação das fronteiras (λ), observa-se um aumento na qualidade das fronteiras Pareto

obtidas. No entanto, observa-se que esse aumento aparece de maneira mais evidente nos

modelos com valores de cardinalidade maiores.
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Figura 4.1: Tempo de execução NSGA-II x SPEA2 (Peŕıodo: Junho/2022)
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Figura 4.5: Fronteiras Pareto NSGA-II x SPEA2 (Peŕıodo: Junho/2022)
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Esse caṕıtulo apresenta as conclusões obtidas a partir da pesquisa realizada durante o

mestrado e traz apontamentos de trabalhos futuros. Inicialmente são feitas algumas

considerações sobre os modelos de otimização apresentados na literatura, bem como

uma discussão da aplicabilidade prática desses modelos. Em seguida, é discutida a

abordagem utilizada nesse trabalho para implementação do modelo de otimização de

portfólios, apresentando-se, finalmente, as propostas de trabalhos futuros.

5.1 Conclusões

Observa-se na literatura um grande esforço para se obter melhores modelos de men-

suração de risco, bem como inclusão de restrições com o objetivo de tornar os modelos

mais reaĺısticos. Sabe-se, entretanto, que a utilização de modelos de mensuração de risco

mais complexos e a adição de um conjunto maior de restrições aumentam a complexidade

computacional, fazendo com que seja necessário entender o impacto de cada restrição, a

fim de se encontrar um equiĺıbrio entre o tempo de execução aceitável e um modelo que

possa ser aplicado de forma mais reaĺıstica pelos investidores.

Dada a complexidade computacional e caracteŕısticas dos modelos de otimização de

portfólios, observa-se na literatura a utilização de Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo,

sendo os mais comuns o NSGA-II e o SPEA2. Nesse trabalho, foram utilizados os dois

algoritmos e foi observado que embora a qualidade das soluções Pareto sejam muito

próximas, o tempo de execução do NSGA-II foi muito menor do que do SPEA2 em

todas instâncias de teste, indicando uma superioridade do primeiro sobre o segundo.
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Ao analisar os custos de transação e tributação apresentados nesse trabalho, verifica-

se nas instâncias de teste estudadas que, embora tais custos tragam ao modelo uma

grande complexidade computacional impactando no tempo de execução do algoritmo,

o efeito dos custos na qualidade da fronteira Pareto é pouco significativo. Como nas

instâncias foi utilizado um modelo simplificado de custo fixo por operação que equivale

a 0,02% do capital total, associado a uma tributação de 15% sobre um posśıvel lucro,

houve pouco impacto na qualidade das fronteiras Pareto, concluindo-se que, com valores

de custos muito baixos em relação ao capital total, o impacto dos custos tende a ser

pouco significativo.

Analisando as restrições de cardinalidade e de fronteira, observa-se que enquanto a

restrição de cardinalidade impacta tanto o tempo de execução quanto a qualidade do

conjunto de soluções obtidas, a alteração dos parâmetros da restrição de fronteira traz

pouco impacto ao modelo se comparado ao primeiro.

Observa-se que as restrições utilizadas nesse trabalho não conseguem trazer ainda um

alto grau de aplicabilidade prática, pois desconsideram que os ativos são negociados em

lotes inteiros. No entanto, acredita-se que controlando o número de ativos do portfólio

(K) e a quantidade de capital a ser alocada por ativo (lb e ub) e, principalmente, com-

preendendo o impacto das restrições no modelo de otimização de portfólios, seja um

passo importante para trazer uma aplicabilidade prática ao modelo.

5.2 Trabalhos Futuros

O modelo desenvolvido nessa pesquisa apresenta algumas limitações, de forma que há

ainda espaço para que novas restrições sejam adicionadas, a fim de que os modelos se

tornem mais próximos de uma aplicação prática pelos investidores. Assim, as principais

sugestões de trabalhos futuros são:

1. Utilizar diferentes métricas de avaliação de risco do portfólio, permitindo que se

se faça um estudo do tempo de execução das diferentes metodologias.

2. Incluir a restrição de lotes inteiros, pois ao considerar que os ativos são negociados

em lotes inteiros, as alocações de capital propostas pelo modelo de otimização

poderão ser realizadas de maneira mais eficiente.

3. Considerar diferentes valores de capital total para buscar entender se para um
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capital menor os custos de transação trazem um impacto maior ao modelo de

otimização de portfólios.

4. Avaliar os custos de transação e tributação ao longo de série de otimizações suces-

sivas afim de se observar seu impacto no capital total no longo prazo.

5. Comparar diferentes formas de incorporar o cálculo do custo de transação e impos-

tos ao modelo, por exemplo, adicionando os custos como função objetivo adicional

a ser minimizada.
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