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Modelo de Otimizacao de Portfélios Restrito: Um
Modelo Para Custos Para B3 e Um Estudo do Impacto

das Restricoes de Cardinalidade e Fronteira

Resumo

Observa-se na literatura, um grande esforco no desenvolvimento dos modelos de oti-
mizacao de portfélios buscando formas melhores de mensuracao de risco ao mesmo
tempo em que se buscam adicionar restrigoes que tornam os mesmos mais préximos
de uma aplicagao pratica pelos investidores. Entretanto, formas de mensuragao de risco
mais elaboradas e novas restricoes tendem a tornar os algoritmos de otimizacao mais
complexos se fazendo necessario buscar um equilibrio entre um modelo mais realistico e
um tempo de execugao computacional que seja aceitavel. Além disso, o mercado de agoes
do Brasil possui algumas peculiaridades tributarias que podem influenciar nos resulta-
dos praticos obtidos pelo investidor, mas nao foram encontrados na literatura nenhum
trabalho que aborde essa especificidade. Assim, esse trabalho propoe uma modelagem
matematica para o calculo de custos de transacao e tributagao voltado para o mercado
de acoes do Brasil que é apresentado num modelo de otimizagao de portfélios usando o
MAD que considera os custos de transagao sujeito as restrigoes de cardinalidade e de
fronteira. Para os testes sao utilizados os algoritmos NSGA-II e SPEA2 e procurou-se
mensurar o impacto de cada restricao individualmente na qualidade das fronteiras Pa-
reto e no tempo de execucao do algoritmo. Notou-se que o NSGA-II apresentou uma
vantagem em relagdo ao SPEA2; que apesar dos custos de transagao impactarem no
tempo de execugao do algoritmo, a qualidade das fronteiras Pareto obtidas sao muito
préximas. Por fim, observou-se que enquanto a restricao de cardinalidade apresentou
um impacto mais significativo nas métricas estudas a restricao de fronteira nao teve um

impacto menos relevante.
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Restricted Portfolio Optimization Model: A Cost Model
for B3 and a Study of the Impact of Cardinality and

Boundary Constraints

Abstract

There is a significant effort in the literature to develop portfolio optimization models
that seek better ways to measure risk while adding constraints that make them closer to
practical applications by investors. However, more elaborate risk measurement methods
and new constraints tend to make optimization algorithms more complex, requiring a
balance between a more realistic model and an acceptable computational execution time.
In addition, the Brazilian stock market has some tax peculiarities that can influence
the practical results obtained by investors, but no work was found in the literature
that addresses this specificity. Thus, this work proposes a mathematical modeling for
calculating transaction and taxation costs aimed at the Brazilian stock market, which is
presented in a portfolio optimization model using MAD that considers transaction costs
subject to cardinality and boundary constraints. The NSGA-II and SPEA2 algorithms
are used for testing, and the impact of each constraint is measured individually on the
quality of the Pareto frontiers and the algorithm’s execution time. It was noted that
NSGA-II presented an advantage over SPEA2, and although transaction costs impacted
the algorithm’s execution time, the quality of the obtained Pareto frontiers is very close.
Finally, it was observed that while the cardinality constraint presented a more significant

impact on the studied metrics, the boundary constraint had a less relevant impact.






1X

Agradecimentos

Acima de tudo agradeco a Deus pelas oportunidades que me trouxeram até aqui,
mas sobretudo por Ele ter abengoado minha vida colocando no meu caminho as pessoas

as quais agradeco e dedico essa dissertacao:

De maneira especial a minha esposa Daniela, pelo amor, carinho, companheirismo,

por ter sempre acreditado em mim e me incentivado mesmo durante minhas ausencias.

Minha méae Lourdes, meu pai Hermenegildo (in memoriam) pelos exemplos de vida

e por me ensinarem o valor da educagao.
Ao meu irmao, meu padrasto, familiares e amigos pelo apoio constante.

A UFOP, aos professores do PPGCC JUFOP, as bancas de qualificagdo e de defesa
e em especial ao professor Alan, pelas orientacoes que me ajudaram no crescimento

enquanto pesquisador.

Muito Obrigado.






Sumario

[Lista de Figuras|

ILista de Tabelas|

[Nomenclatural

(1 Introducao|

(1.1 Objetivos| . . . . . . . . .

2 Revisao Bibliografical

2.1 O problema de otimizacao de portiolios . . . . . . . ... ... ... ...

[2.1.1 Modelos de periodo simples e periodo multiplo|. . . . . . . . . ..
[2.1.2  Modelos para mensuracao de retorno de portfolios| . . . . . . . ..
[2.1.3  Modelos para mensuracao de risco de portfélios| . . . . . . . . ..
[2.1.4  Modelo baseado no indice Sharpe (SR)| . . . . . . ... ... ...
2.1.5 Modelos restritos) . . . . . ... oo

xi

xiii

XV



xii SUMARIO
[2.2.2 Populacaol . . . . .. ... 32

[2.2.3  Operadores genéticos| . . . . . . . . . .. ... ... .. 32

2.3 Conclusadl . . . . . . . . 33

[3 Metodologial 35
[3.1 Modelo para calculo dos custos de transacaol . . . . . . . ... ... ... 35
[3.2 Modelo de otimizacao de portidlios restrito usando o MAD| . . . . . . .. 39
[3.3 O Algoritmo Evolutivo aplicado a solucao do modelo| . . . . . . . . ... 42
3.4 Conclusaol . . . . . . . . 47

4 _Resultados| 49
4.1 Instanciasl . . . . . . .. 49
4.2  Experimentos| . . . . . . . . ... 50
4.3 Resultados . . . . . . . . . 53
[4.3.1 Analise dos custos de transacaol . . . . . . . ... ... ... ... 56

[4.3.2  Analise da restricao de cardinalidade] . . . . . . . . ... ... . 57

[4.3.3 Analise da restricao de fronteiral . . . . . . .. ... ... 59

44 Conclusaol . . . . . . . . 60

[> Consideracoes Finais| 73
b1 Conclusoes . . . . . . . . . 73
b.2 Trabalhos Futurod. . . . . . . . . . 74
[Refterencias Bibliograficas| 77




Lista de Figuras

2.1 Arvore de cendrios com 3 estagios. (Fonte: Adaptado de Najafi & Mushakhian |

COIB)] .« o o oo 12
[2.2  Exemplo de fronteira eficiente. (Fonte: Adaptado de |[Kalayci et al.| (2017))).[ 17
[2.3  Calculo do C'VaR usando a curva de distribuicao de retornos com grau de |

confianga a. (Fonte: Adaptado de Rajabi & Khaloozadeh 2018). . . . . . 24
[3.1 Exemplo de representacao de individuo| . . . . . . . . ... ... ... .. 44
[3.2  Representacao esquematica do processo de criacao aleatoria de um individuo| 44
[3.3  Exemplo do operador de cruzamento| . . . . . ... ... ... 46
[3.4 Exemplo do operador de mutacao| . . . . . . . ... ... ... ... 47
1.1  Tempo de execucao NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Junho/2022) . . . . . 62
1.2 Tempo de execucao NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Julho/2022)[. . . . . . 63
1.3 Hipervolume NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Junho/2022) . . .. ... .. 64
4.4 Hipervolume NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Julho/2022) . . . . ... .. 64
1.5  Fronteiras Pareto NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Junho/2022)|. . . . . . . 65
1.6  Fronteiras Pareto NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Julho/2022) . . . . . .. 65

i.7

Comparativo dos tempos de execucao considerando os custos de transacaol 66

4.8

Comparativo do hipervolume considerando os custos de transacaol . . . . 66

xiii



xiv

LISTA DE FIGURAS

4.9 Comparativo das fronteiras Pareto considerando os custos de transacao |
| (Periodo: Junho/2022)[ . . . . . . . ... o 67
[4.10 Comparativo das fronteiras Pareto considerando os custos de transacao |
| (Periodo: Julho/2022)[ . . . . . . . ... o 67
.11 Tempo de execucao com coeficiente de dilatacao das fronteiras (\) fixol 68
.12 Hipervolume com coeficiente de dilatacao das fronteiras (\) fixo| . . . . . 68
[4.13 Comparativo das fronteiras Pareto com coeficiente de dilatacao das fron- |
| teiras (A) fixo (Periodo: Junho/2022) . . . . . ... ... ... ... ... 69

14

Comparativo das fronteiras Pareto com coeficiente de dilatacao das tron-

teiras (\) fixo (Periodo: Julho/2022)[ . . . . ... ... .. ... ... ..

E15

Tempo de execugao com cardinalidade (K) fixa| . . ... ... ... ...

.16

Hipervolume com cardinalidade (K) fixa| . . . ... ... ... ... ...

mi7

Comparativo das fronteiras Pareto com cardinalidade (K) fixa (Periodo:

Junho/2022)|. . . . ..o o

18

Comparativo das fronteiras Pareto com cardinalidade (K) fixa (Periodo:

Julho/2022) . . . . . .




Lista de Tabelas

1.1 Lista de ativos IBrx 100 (Data de referéncia: 21/01/2022). Fonte B3, . .

[4.2  Parametros utilizados nos experimentos| . . . . . . . . . . ... ... ...

4.3  Resultados dos experimentos| . . . . . . . . ... ...,

20

4.4  Comparativo dos hipervolumes obtidos com NSGA-II e SPEA2 (Periodo:

Junho/2022)|. . . . . .o 55
1.5 Comparativo dos hipervolumes obtidos com NSGA-II ¢ SPEA2 (Periodo: |
Julho/2022) . . . . . .o 55
4.6 Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e considerando |
custos de transagao (Periodo: Junho/2022)(. . . . . ... ... ... ... 56
4.7 Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e considerando |
custos de transagao (Periodo: Julho/2022)[ . . . . . ... ... ... ... 56
4.8 Comparativo dos tempos de execucao e hipervolumes com coeficiente de |
dilatagao das fronteiras (\) fixo (Periodo: Junho/2022)[ . . . . . . . . .. 58
4.9 Comparativo dos tempos de execucao e hipervolumes com coeficiente de |
dilatagao das fronteiras (\) fixo (Periodo: Julho/2022)] . . . ... .. .. 59
{4.10 Comparativo dos tempos de execucao e hipervolumes com cardinalidade |
(K) fixa (Periodo: Junho/2022)[ . . . . . . ... ... ... ... 59
[4.11 Comparativo dos tempos de execucao e hipervolumes com cardinalidade |
(K) fixa (Perfodo: Julho/2022)] . . . . .. ... ... ... ... .. ... 60

XV



xvi



Lista de Algoritmos

[3.1 Pseudocddigo do Algoritmo Evolutivo Multiobjetivo (Adaptado de Kaucic,

Moradi e Mirzazadeh 2019) . . . . . ... ... ..o 43

[3.2  Pseudocddigo normalizagao de solugao (Adaptado de |(Chang et al. (2000))] 45

xvii



xviii



“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. Todos nos sabemos alguma coisa. Todos
nos ignoramos alguma coisa. Por isso aprendemos sempre.”

— Paulo Freire

Xix



XX



Nomenclatura

AE Algoritmo Evolutivo

AEM Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo

B3 Brasil, Bolsa, Balcao

AG Algoritmo Genético

CVAR Conditional Value-at-Risk

MAD Mean-Absolute Deviation

MM Minimaz

M-V Mean-Variance

SPEA2 Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2
SR Indice Sharpe

S-V Semi- Variance
VAR Value-at-Risk
VwS Variance with Skewness

NSGA-II  Non-dominated Sorting Genetic Algorithm - 11






Capitulo 1
Introducao

Selecionar um portfélio de investimentos é uma pratica bastante comum nos dias atuais,
podendo ser utilizada desde pequenos investidores individuais até grandes investidores
profissionais, como bancos e fundos de investimento (Ponsich et al.; 2013). A principal
ideia da selecao de portfélios é alocar o capital em diferentes ativos financeiros, de forma

a diluir os riscos e ao mesmo tempo maximizar os possiveis retornos (Akbay et al.; 2020)).

Sabe-se, porém, que risco e retorno sao objetivos conflitantes, ou seja, os ativos com
maiores potenciais de retorno tendem a apresentar um risco maior. De acordo com [Mar-
kowitz (1952), ao otimizar um portfélio, o investidor deseja maximizar o retorno para um
dado nivel tolerado de risco ou minimizar o risco para um dado retorno desejado. Dessa
forma, o problema de selegao de portfélios pode ser modelado como um problema mono-
objetivo, maximizando o retorno esperado ou minimizando o risco ou, ainda, como um
problema de otimizacao multiobjetivo, onde deseja-se maximizar os possiveis retornos e

a0 mesmo tempo minimizar o risco.

A primeira formulacao matematica para o problema de otimizacao de portfélios foi
o modelo Mean-Variance (M-V') apresentado por Markowitz (1952). Apesar de ser
um grande marco para teoria de financas e ser amplamente utilizado nos trabalhos
academicos, o modelo proposto por Markowitz é pouco utilizado em aplicacoes praticas
(Dastkhan et al.; |2011). As principais causas da baixa aplicabilidade pratica do mo-
delo M-V sao a alta complexidade computacional relacionada a resolugao do problema
quadratico e o grande numero de parametros necessarios, como a matriz covariancia
dos ativos, o que torna inviavel a sua aplicacao em problemas com grande numero de

ativos e faz com que os pesquisadores passem a buscar por modelos alternativos com
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complexidade linear como o Mean Absolute Deviation (MAD) (Mansini and Speranza;
1999).

A partir da formalizacao inicial do problema de otimizacao, diversos pesquisado-
res apresentaram formulacoes alternativas para o modelo de mensuracao de riscos e
incluiram novas restricoes ao modelos, a fim de torna-los mais realisticos, facilitando
possiveis aplicacoes praticas pelos investidores. Nos trabalhos de [Ertenlice and Kalayci
(2018)); [Metaxiotis and Liagkouras| (2012) observa-se que as restrigoes adicionais que
vem sendo tratadas com maior frequéncia pela comunidade cientifica sao: restrigao de
cardinalidade, restricao de fronteira, custos de transacoes e transacoes com lotes inteiros,

sendo as duas primeiras mais recorrentes.

A restricao de cardinalidade limita o nimero maximo de ativos que podem compor o
portfolio, buscando reduzir os custos operacionais e assim melhorando seu desempenho
(Kaucic; 2019). A restricao de fronteira limita as quantidades maximas e minimas de
capital alocados por ativo, o que pode ajudar também na reducao da quantidade de ativos
do portfélio, diminuindo o seu custo pratico ao mesmo tempo que garante uma diluicao
do risco entre os diferentes ativos disponiveis (Ehrgott et al.; 2004)). J& a utilizagdo dos
custos de transagao busca incorporar ao modelo as diversas taxas relacionadas a compra
e venda dos ativos como corretagem e impostos, fazendo os modelos mais realisticos,
pois na pratica os custos podem impactar no rendimento real do portfélio (Ertenlice
and Kalayci; 2018)).

Entretanto, ao trazer modelos de mensuracao de retorno esperado e de risco mais
elaborados e complexos e ao adicionar restricoes que tornam os modelos de otimizagao
de portfélios mais realisticos, pode ocorrer um grande aumento na complexidade com-
putacional. Com isso, faz-se necessario entender o impacto de cada restricao no tempo
de execucao e na qualidade das fronteiras Pareto obtidas, a fim de buscar um equilibrio
entre um modelo de otimizacao realistico e um tempo de execucao aceitavel dado o

grande dinamismo na variacao de pregos dos ativos.

Dada a complexidade do problema de otimizacao de portfélios, observa-se que os
Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo (AEMs) tém sido uma abordagem comum nos tra-
balhos publicados na literatura especializada (Gunjan and Bhattacharyya; [2022)). No
trabalho de |Anagnostopoulos and Mamanis (2011) é apresentado um estudo compa-
rativo de diversos AEMs na solu¢gao do modelo M-V com restricao de cardinalidade,
tendo sido observado que o Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II)
(Deb et al.; [2000) e o Strength Pareto Fvolutionary Algorithm 2 (SPEA2) (Zitzler et al.;
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2001) apresentaram melhores resultados.

Diante do contexto apresentado anteriormente, na tentativa de analisar um modelo
pratico de otimizacao de portfélios, esta pesquisa apresenta um estudo de caso de uti-
lizagdo do MAD para estimar o risco dos ativos. Para deixar o modelo teérico mais
préximo da aplicacao pratica, este trabalho propoe um modelo de custos de transagao
e tributacao que considera as peculiaridades da legislacao brasileira para calculo de im-
postos na compra e venda de agdes da bolsa brasileira, a Brasil, Bolsa, Balcao (B3).
Na resolugao do modelo sao utilizados os algoritmos NSGA-II ¢ SPEA2 de forma a
se permitir uma comparacgao entre eles. Além disso, sao apresentados estudos do im-
pacto das restricoes de cardinalidade, fronteira e custos de transagao incluindo os custos
tributarios, no tempo de execugao e na qualidade das fronteiras Pareto. Por fim, nos tes-
tes do modelo proposto sao utilizados dados historicos de agoes de empresas brasileiras
listadas na B3.

Essa abordagem é interessante por trazer uma aplicacao pratica utilizando dados
reais da B3, associada a uma modelagem linear usando MAD e a uma abordagem usando
um algoritmo multiobjetivo, buscando assim encontrar boas solugoes num tempo hébil.
Da analise dos resultados, verifica-se que o NSGA-II obtém resultados muito proximos
ao SPEA-2, mas o primeiro supera o segundo por apresentar um tempo de execucao
muito menor. Ao verificar o impacto dos custos de transacao nas instancias de testes
utilizadas, verifica-se que, embora os modelos que consideram os custos de transagao
apresentem um tempo de execucao maior, o impacto na qualidade das fronteiras Pareto
nao é expressivo. Por fim, sao analisados os impactos das restricoes de fronteira e
de cardinalidade verificando-se que, embora ambas restricoes impactem no tempo de
execucao e na qualidade das fronteiras Pareto, a restricao de cardinalidade influencia

mais significativamente do que a restricao de fronteira.

1.1 Objetivos

Este trabalho apresenta um modelo de otimizacao de portfdlios sujeito as restrigoes de

cardinalidade, fronteira e custos de transacao e tem como objetivos:

1. Apresentar um modelo para inclusao dos custos de transagao voltado para as agoes
das empresas brasileiras negociadas na B3, buscando incorporar uma aproximacao

dos custos e taxas de corretagem e impostos, considerando a especificidade disposta
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na Lei 9.250/1995 (Brasil; [1995), que prevé a isencao de imposto caso o volume de
vendas seja inferior a R$20.000,00;

2. Verificar o impacto dos custos de transacao na qualidade das fronteiras Pareto

obtidas e no tempo de execugao do algoritmo;

3. Identificar o impacto da variacao dos parametros das restrigoes de fronteira, car-

dinalidade e custos de transagao no tempo de execucao do algoritmo;

4. Entender o efeito dos parametros de cada restricao individualmente na qualidade

das fronteiras Pareto obtidas.

1.2 Justificativa

A principal contribuigao pretendida com esse trabalho é a apresentagao de um modelo
para incorporacao dos custos de transacao, voltado para as acoes negociadas na B3 e que
inclua os custos de transacao e custos tributarios. Além disso, busca-se compreender
como cada restricao estudada impacta individualmente e em conjunto as demais no
tempo de execucgao do algoritmo e na qualidade das fronteiras Pareto obtidas. Acredita-
se que esse trabalho é relevante para tornar os modelos de otimizagao mais realisticos
e que, por meio dele, se possa entender como a adicao de novas restricoes impacta os
modelos de otimizagao de portfélio. Com isso, espera-se obter um modelo mais pratico
e préximo da realidade dos investidores, tentando equilibrar um alto grau de realismo

com um tempo de execucao computacional que seja aceitavel.

Por fim, cabe mencionar que a pesquisa realizada durante o mestrado resultou na

seguinte publicacao:

e Chagas, E. C., Freitas, A R. (2022). Modelo de Otimizagao de Portfélios Restrito
Usando MAD: Um Estudo Do Impacto das Restricoes de Cardinalidade e de Fron-

teira. Anais do LIV Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO’22).
URL: https://proceedings.science/p/157407
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1.3 Organizacao do Texto

O texto encontra-se organizado da seguinte forma: no Capitulo [2| é apresentada uma
revisao bibliografica do problema de otimizagao de portfélios, bem como as diversas
abordagens encontradas na literatura e alguns conceitos importantes para a compreensao
das metodologias adotadas nesse trabalho. No Capitulo (3| é discutida a metodologia
utilizada para tratar o problema de otimizacao de portfélios e exposto o modelo de
calculo dos custos de transacao e taxacao proposto na pesquisa. No Capitulo 4| sao
apresentadas as instancias de testes e os resultados computacionais obtidos. Por fim,

sao indicadas as conclusoes e propostas de trabalhos futuros no Capitulo






Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Este trabalho apresenta uma abordagem do problema de otimizacao de portfélios res-
trito. Assim nesse capitulo serd apresentada uma revisao bibliografica de abordagens

apresentadas na literatura para esse problema.

2.1 O problema de otimizacao de portfélios

A principal ideia da selecao de portfélios é alocar o capital em diferentes ativos financei-
ros, de forma a diluir os riscos e a0 mesmo tempo maximizar os retornos (Akbay et al.;
2020)). Normalmente, ao otimizar um portfélio de investimentos deseja-se conseguir uma
alocagao de ativos étima que traga um equilibrio entre risco e retorno, buscando o maior
retorno possivel para um dado limite de risco aceito pelo investidor, ou, o menor risco

possivel para uma dada expectativa de retorno do investidor.

A formulagao genérica adaptada de [Skolpadungket et al. (2007)) desse problema é
dada por:

arg min R(w;), (2.1)

arg max E(w;). (2.2)
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Sujeito a:

De maneira geral, sendo o niimero total de ativos N, o nimero de restri¢goes igual a
m e w,; a porcentagem de capital alocado em cada ativo 7, temos nesse modelo que se
deseja minimizar o risco dado por R(w;) (Equagao [2.1)), maximizar o retorno esperado

E(w;) (Equacao [2.2)), respeitando as m restri¢oes dadas pelas equagdes de C(w;) até

Con(w;) (Equagao [2.3)).

Até meados de 1950, a principal metodologia utilizada na selecao de portfélios de
investimentos baseava-se apenas em selecionar os ativos com maior expectativa de re-
torno (Oliveira; |[2013)). Esse cendrio mudou a partir do trabalho de Markowitz| (1952) em
que é apresentada a primeira formulacao mateméatica para o problema de otimizacao de
portfolios. Em seu trabalho, Markowitz considera que o investidor tem aversao a risco
e, por isso, busca uma alocacao 6tima em que, para uma determinada expectativa de

retorno, obtenha-se o menor risco possivel (Ertenlice and Kalayci; 2018)).

A primeira formulacao matematica para esse problema foi apresentada por [Mar-
kowitz (1952) e utilizava a variancia como medida de risco nao-sistemdtico do portfélio
(Ertenlice and Kalayci; 2018). Na formulagao proposta por Markowitz (1952), modelo
conhecido como Mean-Variance (M-V'), o retorno do portfélio é estimado com base na
média de rendimentos passados dos ativos que o compoe e o risco é mensurado utilizando-
se a variancia total do portfélio (Chang et al.; 2000). Ao minimizar a variancia espera-se

proteger a carteira de investimentos de fortes variagoes negativas.

Partindo desse primeiro trabalho, observa-se um grande engajamento da comunidade
cientifica no sentido de trazer cada vez mais avancos ao problema de otimizacao de
portfélios (Doering et al.; 2019). Ao longo dos anos, com o intuito de responder as
criticas ao M-V diversos trabalhos foram apresentados na literatura como por exemplo
Mean-Absolute Deviation (MAD) (Konno and Yamazaki;|1991)), Variance with Skewness
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(VwS) (Samuelson; 1970), Semi-Variance (S-V') (Markowitz; [1959), Minimaz (MM )
(Young; 1998), Value-at-Risk (VaR) (Jorion;|1997)) e Conditional Value-at-Risk (C'VaR)
(Rockafellar and Uryasev; 2000).

Para mensuragao do retorno esperado, Markowitz (1952) apresenta uma formulacao
baseada na média de retornos passados, mas também sao encontradas na literatura

abordagens alternativas como retorno médio do ultimo ano (Ehrgott et al.; [2004)).

As restrigoes originalmente acrescentadas ao modelo de otimizagao de portfélio por
Markowitz sao responsaveis por adicionar algumas caracteristicas ao modelo, como a
alocagao de todo capital disponivel e nao permitir que existam posicoes vendidas no
portfélio. Entretanto, com o intuito de fazer os modelos mais préximos da realidade dos
investidores, diversas restricoes adicionais foram propostas na literatura como restricao
de cardinalidade, restricao de fronteira, custos de transacao e restricao de transagoes em

lotes inteiros (Ertenlice and Kalayci; 2018).

Por fim, um modelo de otimizacao de portfélios pode utilizar uma abordagem de
periodo simples, ou seja, otimizando um tunico periodo de tempo, ou uma abordagem

multi-periodo na qual se deseja otimizar uma série de intervalos de tempo.

Dessa forma, observa-se que os modelos para otimizacao de portfélios apresentados na
literatura diferem entre si, principalmente no periodo que se deseja otimizar (um tnico
periodo ou um intervalo multi-periodo); na forma como mensuram o retorno esperado do
portfolio; pela forma com que eles mensuram o risco total da carteira de investimentos;
na funcao objetivo do modelo; e nas restricoes que podem ser adicionadas aos mode-
los para torna-los mais proximos a realidade dos investidores. Assim, neste trabalho,
descreveremos a seguir as diferencas listadas acima, analisando os pontos positivos e

negativos de cada uma delas.

2.1.1 Modelos de periodo simples e periodo multiplo

Sao apresentadas na literatura duas abordagens na formulagao do problema de oti-
mizacao de portfélios: a restrita a um tnico periodo de tempo e a multi-periodo que
busca otimizar um periodo de tempo de T periodos. A principal diferenca entre os dois
modelos é que nas abordagens que consideram um periodo inico, caso se deseje obter
um portfélio 6timo para o periodo T' com n intervalos de tempo ¢, devem-se realizar n
otimizacoes independentes para cada intervalo t, enquanto nos modelos multi-periodo

todo periodo T é considerado na instancia (Ertenlice and Kalayci; 2018)).
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Embora a maioria dos trabalhos apresentados na literatura abordem modelos de
otimizagao de portfélios considerando um tinico intervalo de tempo ¢, a abordagem multi-
periodo pode ser mais adequada a realidade dos investidores, pois na pratica deseja-se
estimar o retorno e risco ao longo de um determinado periodo de tempo, incluindo os
possiveis rebalanceamentos da carteira ao longo desse periodo (Najafi and Mushakhian;
2015).

Periodos

Figura 2.1: Arvore de cendrios com 3 estdgios. (Fonte: Adaptado de Najafi &
Mushakhian (2015)).

De maneira geral, quando se utiliza a modelagem de tempo multi-periodo criam-se
cendrios possiveis S para cada intervalo ¢, sendo que a probabilidade da ocorréncia de
cada cenario é dada por p,. Na Figura [2.1| é apresentada uma arvore com trés estagios,
sendo cada n6é um possivel cenario. Considerando que a probabilidade de cada cenario
ps = 50% (alta ou baixa do portfélio no intervalo ¢), ao resolver o modelo espera-se obter

um resultado 6timo para o portfélio para todo periodo 7" (Najafi and Mushakhianj; 2015]).

2.1.2 Modelos para mensuracao de retorno de portfélios

De maneira geral, tendo m ativos disponiveis, os modelos de otimizacao estimam o
retorno do portfélio através do somatorio da porcentagem de capital alocado por cada

ativo (w;) pelo retorno esperado do ativo (ret;) como mostrado na Equacdo 2.4 Na
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literatura sao apresentadas diferentes maneira para o cdlculo do retorno esperado dos

ativos que serao apresentadas a seguir.

E = wyret; +wyrety + ... +w,,ret,,. (2.4)

A forma classica de mensuracao de retornos para um ativo financeiro é apresentada
por Markowitz| (1952). Nessa formulacao, tendo os dados histdricos de rendimentos para
um dado periodo de tempo T' com n intervalos de tempo ¢, temos que o retorno esperado

ret pode ser definido por:

ret = pyry + Pary + .. + Pt (2.5)

Considerando p,, a probabilidade do retorno r, ocorrer em cada intervalo de tempo
t, observa-se na Equacao [2.5| que se considerarmos que cada retorno r, tem a mesma
probabilidade de ocorrer (1/n), o calculo do retorno esperado do ativo (ret) pode ser
simplificado para a média dos n retornos passados do ativo ou portfélio (Equacao .
Embora o método baseado no retorno médio seja amplamente utilizado, esse método
pode nao obter resultados satisfatorios especialmente quando se tem uma amostra de

dados pequena (Ong et al.f 2005).

1 T1+T2+...+Tn
ret=—-r;+—-rqo+..+—r, = .
n n n

- (2.6)

Sao apresentadas também modelos alternativos para mensuracao de retorno dos ati-
vos: doze meses de performance (ret} 2), trés anos de performance (ret?G) e dividendo
anual (d;) (Ehrgott et al.; 2004).

12 o . .
Sendo ret;” o retorno percentual esperado do ativo i, pricer; o prego desse ativo
no intervalo 7', considera-se que o retorno esperado do ativo serd igual ao retorno dos

ultimos doze meses:
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12 pricejp; — pricey;
ret;” = , ° (2.7)
pmceu

. . . 12 36 .
De maneira similar ao ret;” o ret;” tem o retorno esperado por ativo calculado como:

36 pTZC€367i — p?“zceu

ret -
’ price; ;

(2.8)

Ja o modelo de dividendo anual é calculado usando o maior preco do ativo no ltimo
ano (p;) e o rendimento anual nominal do ativo i (dj = price;y; — price; ;). De forma

que o dividendo anual é dado por:

d; = —. (2.9)

2.1.3 Modelos para mensuracao de risco de portfélios

Uma medida de risco tradicional associada ao portfélio de investimentos é a variancia,
também chamada de volatilidade (Ruttiens; [2013)). A ideia central dos modelos baseados
em variancia é considerar que os investidores tem aversao ao risco, assim ao minimizar
a variancia, espera-se obter uma carteira que nao apresenta variacoes negativas muito
elevadas. Nessa categoria estdao inclusos o Mean-Variance (M-V) (Segao 2.1.3)), Mean-
Absolute Deviation (MAD) (Segao 2.1.3) e Variance with Skewness (VwS) (Secao2.1.3)).

Uma critica comum aos modelos de mensuracao de risco baseados em variancia é
o fato de considerar as variagdes positivas e negativas igualmente como medidas de
risco. Assim, respondendo a essa critica, sao apresentadas abordagens para mensuragao
de risco baseadas nos retornos negativos do portfélio. Nessa abordagem pressupoe-se
que, na pratica, os investidores consideram como risco somente as possiveis variagoes
negativas do portfélio (Najafi and Mushakhian; 2015). Nessa categoria estao inclusos o
Semi-Variance (S-V) (Segao 2.1.3)), Minimaz (MM) (Segao 2.1.3)), Value-at-Risk (VaR)
(Secao 2.1.3)) e Conditional Value-at-Risk (CVaR) (Secao 2.1.3).

Além disso, é sabido também que o risco geral de um portfélio de ativos pode ser
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dividido em risco nao-sistematico e risco sistematico. O risco nao-sistematico é o risco
aleatorio associado a um ativo ou setor da economia que pode ser eliminado usando es-
tratégias de diversificacao da carteira de ativos. Ja o risco sistematico é o risco associado
ao mercado como um todo, de forma que nao pode ser minimizado com uma estratégia

de diversificagdo, mas pode ser devidamente administrado (Li et al.fj 2019).

Risco sistematico pode ser um conceito dificil de definir, pois nao existe um con-
senso quanto a sua definicao. As definicoes encontradas na literatura sao: qualquer
circunstancia que ameace o sistema financeiro; risco de instabilidade financeira; dese-
quilibrios; exposi¢oes correlacionadas; efeitos indiretos da economia real; andlise com-
portamental; bolhas especulativas; contdgio financeiro; e fatores externos que podem
impactar negativamente o sistema financeiro (Bisias et al.; [2012)). Essa lista mostra
que o risco sistémico ainda nao é completamente compreendido, o que pode tornar sua

mensurac¢ao um grande desafio.

Na tentativa de compreender melhor o risco sistematico de portfélios de investi-
mentos, podemos dividi-lo em trés modelos, sendo que cada modelo descreve um fator
relacionado ao risco sistematico. O primeiro fator de risco é associado aos fundamen-
tos dos ativos, como prego e tamanho da empresa. O segundo fator estd relacionado a
fatores macroecondomicos como taxas de juros e inflacao. O terceiro fator de risco esta
relacionado a dados estatisticos, ou seja, busca identificar padroes de comportamento

através da andlise estatistica dos ativos e do mercado financeiro (Li et al.; [2019).

Dada essa distingao de risco nao-sistematico e risco sistematico e levando-se em consi-
deracao que ambos tém natureza diversa e formas distintas de abordagem do problema,
este trabalho limitara seu escopo a modelos voltados para mensuracao do risco nao-

sistematico que serao descritos nas secoes seguintes.

Mean-Variance (M-V)

O modelo Mean-Variance ou média variancia foi proposto por Markowitz em 1952 e foi
o primeiro a trazer uma representacao matematica para o problema de otimizacao de
portfélios (Qu et al.; [2017)). Esse modelo considera a variancia total do portfélio como
medida de risco (Dastkhan et al.; [2011]).

Em sua formulacao original, Markowitz (1952) assumia que o investidor deseja um
portfélio 6timo que, para uma dada expectativa de retorno, busca minimizar os riscos de

perdas financeiras (Ponsich et al.; 2013)). O modelo de Markowitz é definido da seguinte
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forma (Chang et al.} 2000)):

N N
arg minz Zwiwjaij. (2.10)

i=1 j=1

sujeito a:

Zwireti = R, (2.11)

Sy w =1, (2.12)

0<w;<1l,i=1,.., N. (2.13)

Sendo N o ndmero de ativos disponiveis, ret; o retorno esperado do ativo 4, 0;; a
covariancia entre os ativos i e j, R* o retorno desejado e w; a proporcao do capital a
ser alocada no ativo i (Chang et al.; 2000). Pela Equacao m pode-se observar que o
modelo define a covariancia (o;;) entre os ativos como medida de risco para o portfélio
de forma que, ao minimizar a covariancia total do portfélio, o modelo busca proteger a

carteira de investimentos de variagoes negativas muito acentuadas.

Como restricao, o modelo traz na Equacao [2.11] que o retorno total do portfélio
deve ser igual a um valor pré-estabelecido R*. E esse valor é obtido pelo somatdério da
quantidade de cada ativo i expressa por w; multiplicado pelo seu retorno esperado (i),
sendo que este pode ser calculado com base na média de rendimentos passados desse
ativo. Na Equacao tem-se também que o somatoério das quantidades de capital
alocadas por ativo (w;) deve ser igual a 1, o que significa que todo capital disponivel

deve ser alocado.

E importante destacar que variando-se o valor de R* na Equacao m, pode-se tracar
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a curva da fronteira eficiente ou Pareto étima (Figura [2.2), que representa o melhor

equilibrio possivel do portfélio entre risco e retorno (Chang et al.; 2000).

Retorno

Risco

Figura 2.2: Exemplo de fronteira eficiente. (Fonte: Adaptado de |Kalayci et al.
(2017))).

Uma critica a esse modelo ¢ utilizar a variancia como medida de risco, pois ao mini-
mizar a variancia, busca-se reduzir as variacoes abruptas na carteira de investimentos.
No entanto, de maneira geral, fortes variacoes positivas sao desejadas pelos investidores
(Macedo et al.; [2017). Outra critica comum a esse modelo é considerar que o retorno
dos ativos segue a distribui¢ao normal, o que raramente acontece de fato (Chang et al.;
2009). Além disso, o modelo faz suposigoes nao condizentes com o mercado real de ativos
financeiros, como nao estipular uma limitagao da quantidade de ativos que irao compor o
portfolio, considerar que ativos sao negociados normalmente em lotes fracionados, levar
em conta os custos das transagoes na performance do portfélio, entre outras (Chen and

Zhou} 2019)).

Mean-Absolute Deviation (MAD)

O Mean-Absolute Deviation ou MAD foi proposto originalmente por Konno & Yamazaki
(1991) como um modelo alternativo ao Mean-Variance de Markowitz (Chang et al.;
2009). A principal diferenca do MAD em relagdo ao M-V é utilizar o desvio médio

absoluto dos retornos como medida de risco do portfélio (Ertenlice and Kalayci; 2018]).

A formulagao original desse modelo é dada por (Dastkhan et al.f 2011):
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Z ret,w, — FE

€S

argmin H(w) = [

Zretiwi] ] : (2.14)

€S

Onde w; é a quantidade de lotes de cada ativo i e ret; é a varidvel que representa os
retornos esperados desse ativo. Uma forma comum de se estimar ret; é utilizar os dados
historicos. Assim para T periodos de tempo e sendo ret;, o retorno do ativo ¢ para cada
intervalo t em T, o calculo do retorno pode ser expressado da seguinte forma (Dastkhan
et al.; 2011)):

T
_ 2z et (2.15)

Substituindo a Equacao [2.15|na Equagao pode-se reescrever a equacao de risco

da seguinte forma:

Z (rety — ret;)w;| . (2.16)

1€S

Hw) =55

Ao analisar a Equacao pode-se observar que a medida de risco proposta pelo
MAD é o desvio absoluto da média de retornos para um periodo de tempo 7. Entretanto
para o caso dos retornos dos ativos seguirem a distribui¢ao normal, o MAD se equivale
ao M-V (Dastkhan et al.; 2011). Porém, por poder ser reduzido a um problema de
programacao linear, o MAD tem um custo computacional para solucao melhor do que o
M-V que tem um custo computacional quadratico e portanto mais elevado (Wang et al.;
2011).

Uma critica que pode ser feita a esse modelo é similar ao modelo M-V, pois ao
usar o desvio absoluto da média como medida de risco tenta-se minimizar as possiveis
fortes variagoes no preco dos ativos, sendo que, no entanto, fortes variagoes positivas sao

desejadas pelos investidores.
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Variance with Skewness(VwS)

O modelo Variance with Skewness ou VwsS foi apresentado por Samuelson (1970). Sua
principal contribuicao ¢ adicionar a analise da assimetria dos retornos do portfélio como
medida adicional para mensuracao de risco, pois ao selecionar carteiras de investimentos
que apresentam uma distribuicao de retornos com assimetria positiva, ou seja, com os
valores dos retornos concentrados acima da média, espera-se diminuir o risco de perdas
financeiras (Chang et al.; 2009).

A formulacao desse model(ﬂ ¢ dada por (Laij; 1991):

argmax Z; = X (R -r), (2.17)
argmax Z3 = E[XT(R — R)]. (2.18)

Sujeito a:
XTvx =1. (2.19)

Na Equagao tem-se que o modelo busca maximizar o retorno do portfolio, sendo
X7 a matriz transposta que representa a quantidade de cada ativo z; e (R—r) oretorno
esperado desses ativos. Na Equacao [2.18] Z5 representa a assimetria e ao maximiza-
la espera-se fazer com que a distribuicao de retornos do portfélio se concentre acima
da média. Ja na Equacao [2.19, sabendo que V ¢é a matriz de covariancia dos ativos
e X o vetor com as quantidades de cada ativo alocado no portfélio, tem-se que essas
quantidades devem ser reescaladas e restritas ao espago de covariancia para tentar limitar
a variancia total do portfélio e esse valor deve ser igual a 1, indicando que todo capital
deve ser alocado (Lai; [1991]).

Apesar de ter um custo computacional superior que o M-V, sao apresentadas na

literatura evidéncias que mostram que incorporar a assimetria no modelo de M-V pode

1 ~ . . . ~ .
As equagoes em negrito indicam notagao vetorial.
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melhorar significativamente o desempenho do portfélio (Usta and Kantar; [2011]).

Semi-Variance (S-V)

O modelo Semi-Variance ou S-V foi apresentado por Markowitz (1959) como uma alter-
nativa para mensurar o risco de variacoes negativas do portfélio. Para isso, o modelo de
Semi-Variance tenta minimizar a dispersao dos retornos do portfélio abaixo da média,

mas sem penalizar as variagoes acima da média (Najafi and Mushakhianj [2015)).

Assim para uma dada janela de tempo T, sendo ret o retorno médio do portfélio
nesse periodo e ret;, o rendimento do portfélio em cada intervalo t em T', o risco do
portfélio medido pela S-V é dado por (Chang et al.; 2009):

Z (ret, ;rét) . (2.20)

t=1;ret,<ret

Onde a média de retornos ret, é calculada por:

B ret
F=> Tt (2.21)

t=1

Ao analisar a Equagao podemos observar que o modelo S-V descarta os valores
em que o retorno é superior & média (ret, > ret) de forma a ndo penalizd-los como
no modelo M-V. Entretanto, ao comparar os resultados obtidos com o S-V e o M-V
para carteiras com grande numeros de ativos, foi observado que nao havia diferencas
significativas entre eles, porém o S-V supera o M-V por ter um custo computacional
menor (Chang et al.; 2009).

Minimax (MM)

O modelo Minimax ou MM foi desenvolvido por Young (1998) e busca apresentar uma
solucdo para otimizagao de portfélios usando programagao linear (Chang et al.; 2000)).

Para isso, esse modelo utiliza como medida de risco o maior prejuizo histérico do portfélio
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sujeito a restricao de que os retornos em cada periodo devem ser superiores a um valor
minimo pré-estabelecido. A formulagao desse modelo é apresentada a seguir (Young;
1998):

argmax M, (2.22)
Sujeito a:
N
j=1
N
> w; < W, (2.24)
j=1
w; >0, j=1,..,N. (2.25)

Na Equacao , M,, é o menor retorno do portfélio que pode ser definido como
“maior ganho negativo”, de forma que ao maximizar esse “ganho negativo”espera-se
minimizar o maior prejuizo. Na equagao [2.23]tém-se que o retorno do portfélio para cada
periodo de tempo t subtraido da perda maxima deve superar um valor pré-estabelecido
G. Por fim, nas Equagoes [2.24] e tem-se respectivamente que o total alocado por
ativo (w;) ndo pode superar o montante de capital W e que a carteira nao pode ter

posigoes vendidas (w; > 0) (Young; [1998).

Value-at-Risk(VaR)

O Value-at-Risk ou VaR, é um modelo alternativo a média-variancia para estimar o
risco associado a um portfélio de maneira mais realista (Ertenlice and Kalayci; 2018)).
Resumidamente, o VaR busca medir o maior prejuizo que o portfélio pode sofrer com
uma determinada probabilidade (Wang and Watada; |2013)).
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A maneira mais comumente usada para calcular o VaR de um ativo ou de um portfélio
é chamada de simulagao histérica (Khalidji et al.; [2009). Essa abordagem baseia-se no
conceito de janelas deslizantes de tempo. Assim, para calcular o VaR para uma data
t + 1, usando uma janela deslizante de m periodos, obtém-se inicialmente o conjunto
de retornos passados R = {ret,,ret,_i,...,ret,_,,.1}. Em seguida, esses retornos sao
classificados em ordem crescente de forma que os dias mais negativos ficam nas primeiras
posicoes do conjunto. A seguir, determina-se o grau de confianca que se deseja obter do
VaR. Se, por exemplo, numa janela de 1000 dias deseja-se mensurar o risco maximo com
uma confianca («) de 95%, divide-se o conjunto R ja ordenado em (1 - «) de forma que
nesse exemplo com m igual a 1000, o 50% elemento(r”) de R obtido é o risco associado
aquele conjunto. Assim temos que: VaR(95%) = r* de forma que podemos entender

que com um grau de confianca de 95% o risco mdximo por unidade de tempo ¢ é r”.

Um modelo para otimizacao de portfélios é mostrado a seguir (Khalidji et al.; [2009):

arg max{ E[R,,(w)]}, (2.26)
arg min{ Risk[R, ;(w)]}. (2.27)

sujeito a:
0w, (2.28)

> w=1 (2.29)

=1

Dessa forma, temos um problema bi-objetivo: maximizar o retorno esperado (Equagao
2.26)) e minimizar o risco (Equagao [2.27)), o qual pode ser calculado usando o VaR. Esse

modelo esta sujeito as restricoes de que o montante de capital alocado por ativo deve
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estar entre 0 e 1 (Equagao [2.28]), o que implica que nao pode haver posi¢oes negativas,
ou seja, posicoes vendidas. E por ultimo, na Equacao temos a restricao de que todo

capital disponivel deve ser alocado.

As principais criticas ao VaR sao: a falta de subaditividade, que pode fazer com
que a diversificacao leve a um aumento no risco total do portfélio; é um modelo nao
convexo com diversos minimos locais, o que dificulta encontrar o ponto 6timo global; e
pode encontrar resultados conflitantes para os diferentes niveis de confianga (Dallagnol
et al.; 2009).

Conditional Value-at-Risk(CVaR)

Esse modelo para mensuragao de risco foi proposto por Rockafellar & Uryasev (2000)
buscando ser uma medida de risco mais consistente que o VaR. Embora o VaR possa
ser adequado para mensurar o risco em situacoes normais de mercado, em momentos
extremos que pode resultar num rapido crescimento na volatilidade dos precos dos ativos,

o CVaR pode fornecer uma medida de risco mais acurada (Sun and Gao; [2009)).

O CVaR é usualmente definido como expectativa condicional para perdas acima do
VaR para distribui¢oes continuas, podendo ser expressado da seguinte forma (Chai and
Zhou; [2018)):

CVaR,(1 — a) = é /1 1a VaR, (w)duw. (2.30)

A Figura [2.3] apresenta graficamente a distribuigao dos retornos do ativo e a forma
como o VaR é obtido a partir do ponto (100 —«a)% sendo « o grau de confianga desejado.
Partindo da Equagao [2.30 a integral pode ser estimada de varias formas, sendo uma
delas convertendo-a em um somatério (Rajabi and Khaloozadehj; 2018]). Assim uma das
formas de se calcular o CVaR é realizar um somatério de VaR de 100 até (100 — «)
de forma que graficamente o C'VaR pode ser visto como a area sob a curva entre esses
pontos. O autor destaca ainda que a precisao dessa aproximacao é melhor quando se

tem mais pontos na amostra.

O CVaR pode ser considerado uma medida para mensuracao do risco mais ade-

quada quando comparado ao VaR, sendo uma caracteristica importante do C'VaR a
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(100 - a) %

VaR

Figura 2.3: Caélculo do C'VaR usando a curva de distribui¢ao de retornos com
grau de confianca «. (Fonte: Adaptado de Rajabi & Khaloozadeh 2018).

convexidade, o que auxilia no processo de otimizagao na procura do ponto 6timo global
(Rockafellar and Uryasev; 2000).

2.1.4 Modelo baseado no indice Sharpe (SR)

O indice Sharpe ou SR foi proposto por [Sharpe (1965) como medida de performance
para fundos de investimento. O indice Sharpe pode ser visto como o retorno do portfélio
acima de uma taxa livre de riscos dividido pela variancia ou volatilidade da carteira de
investimentos. Dessa forma, quanto maior o SR de um portfélio maior seu retorno acima

de uma taxa livre de risco e menor a sua volatilidade (Lai et al.; 2019)).

Sendo 7, o retorno do portfélio, R, a taxa livre risco e o, a variancia do portfdlio,
a formulagao matematica do indice Sharpe pode ser vista na Equacao [2.31| mostrada a
seguir (Lai et al.; 2019):

’I“I—Rf

g

SR = (2.31)

T

Nos trabalhos apresentados por [Lai et al.| (2019); Sethia| (2018)); |Zhu et al. (2011))
sao utilizados modelos para otimizacao de portfélio baseados na maximizacao do SR. A

formulacao matematica desse modelo é dada por:
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N
D i Wity — By

N N :
D i1 Zj:l WiW;0;

argmax SR = (2.32)

Sujeito a:

> w =1, (2.33)

0<w; <1, (2.34)

i=1,2,3..N. (2.35)

A Equagao2.32]busca maximizar o SR, sendo N o nimero total de ativos no portfélio,
r; e w,; respectivamente o rendimento esperado e a porgao do capital aplicado no ativo
i e 0;; a covariancia entre os ativos 7 e j. Como restrigoes tem-se na Equagao que
todo o capital deve ser alocado, que a porcao de capital alocado em cada ativo deve
estar entre 0 e 1 (Equagao , o que implica que nao podem ocorrer posicoes vendidas
e que o nimero total de ativos é igual a N (Equagao .

2.1.5 Modelos restritos

Ao utilizar os modelos mostrados anteriormente, muitos investidores podem encontrar
dificuldades, pois nao consideram particularidades importantes dos ativos, como nego-
ciagao em lotes inteiros, ou caracteristicas do mercado como custos das operacoes. Para
superar essa dificuldade, muitos pesquisadores, buscaram introduzir restrigoes adicionais
aos modelos tedricos incorporando a formulacao do problema particularidades importan-
tes dos ativos como negociacao em lotes inteiros, ou caracteristicas do mercado como
custos das operagoes, melhorando assim a aplicabilidade pratica dos mesmos (Erten-
lice and Kalayci; 2018). As restrigoes mais comumente apresentadas pela comunidade

cientifica sao: restricao de cardinalidade, restricao de fronteira, custos de transacoes e
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transagoes com lotes inteiros (Metaxiotis and Liagkouras; 2012).

Ao adicionar as restrigoes que tornam o problema de otimizacao de portfélios mais
realistico, acrescenta-se uma maior complexidade computacional ao problema, tornando-
o NP-Dificil, levando diversos autores a utilizarem meta-heuristicas na busca de boas

solugoes para esse problema (Doering et al.; [2019).

No trabalho de (Chang et al.| (2000) é apresentada a utilizagdo das meta-heuristicas
Simulated Annealing, Busca Tabu e Algoritmos Genéticos na busca de boas solugoes
para o problema de otimizacao de portfélios sujeito a restricao de cardinalidade. Nesse
trabalho os autores observaram que nenhum dos algoritmos obteve resultados superiores
em todas bases de dados, de forma que ¢é sugerida no trabalho a combinacao do resultado

dos trés algoritmos.

Ja |Streichert et al| (2004b) apresentam um estudo utilizando Algoritmos Evolu-
cionarios (AE) na selecao de portfélios sujeitos a restrigoes de cardinalidade, fronteira e
lotes inteiros. Nesse trabalho, os autores utilizam diferentes abordagens de Algoritmos
Evolucionarios incluindo uma versao memeética onde é inserida uma busca local na etapa
de selecao de pais do Algoritmo Evolucionario. Apesar, disso os autores concluem que
os resultados para os portfélios restritos nao foram muito bons e que a adicao da busca

local nao trouxe melhoras sensiveis ao Algoritmo Evolucionario.

Também [Streichert et al.| (2004a)) apresentam um trabalho utilizando um Algoritmo
Evolucionario Multiobjetivo aplicado ao problema de otimizacao de portfélios restrito.
Os autores apresentam ainda um estudo comparativo de diferentes operadores de cros-
sover, buscando analisar o impacto desses na qualidade da fronteira Pareto, além de
apresentar um novo gendtipo para representar as solugoes. Ao final, conclui-se que o
genotipo proposto melhora a performance do algoritmo independente do operador de
crossover escolhido e que as diferengas entre os operadores na qualidade da fronteira
se tornaram pouco perceptiveis devido a redugao do espago de solugoes trazido pelas

restricoes.

O trabalho apresentado por Armananzas and Lozano (2005)) utiliza o Greedy Search
(ou Busca Gulosa), Simulated Annealing (ou Recozimento Simulado) e Ant Colony (ou
Colonia de Formigas) aplicados ao problema de otimizagdo de portfélios sujeito a res-
tricao de cardinalidade e de fronteira. Ao final, os autores concluem que, a medida que
se diminui o valor da cardinalidade, o nimero de solucoes da fronteira Pareto tende a
aumentar. Por outro lado, a medida que se aumenta a cardinalidade, as solu¢oes tendem

a convergir para pontos de atracao ou minimos locais, de forma que aumentar o valor
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da cardinalidade traz pouco impacto para o problema de otimizacao.

Skolpadungket et al.| (2007) apresentam um estudo comparativo de diversos algorit-
mos aplicados ao problema de otimizagao de portfélios sujeitos as restri¢coes de cardinali-
dade, limite inferior e transagoes em lotes inteiros. De maneira similar, |[Anagnostopoulos
and Mamanis (2011]) também apresentam um estudo comparativo de diversos algoritmos
evolucionarios multiobjetivo aplicados ao problema de otimizacao de portfélios sujeitos
as restricoes de cardinalidade e de fronteira. Ao analisar os resultados, ambos traba-
lhos concluem que os algoritmos evolutivos multiobjetivo Strength Pareto Evolutionary
Algorithm II (SPEA-II) e Non-dominated Sorting Genetic Algorithm - II (NSGA-II)
apresentaram melhores resultados que os demais algoritmos, com uma pequena vanta-

gem para o SPEA-II apesar deste apresentar um custo computacional maior.

Soleimani et al.| (2009) propoe um modelo de otimizacao de portfélios baseado no
Mean-Variance, mas adicionando as restri¢oes de cardinalidade, restrigao de limite minimo
de capital alocado por ativo e restricao de setor de capitalizacao que define o nimero
de setores da economia aos quais os ativos selecionados devem pertencer. Os autores
utilizam um modelo mono objetivo, buscando minimizar o risco sujeito a um retorno
minimo esperado e um algoritmo genético para busca de boas solucoes para o problema.
Ao final, conclui-se que o modelo apresentou bons resultados para um grande nimero

de ativos disponiveis num intervalo de tempo razoavel.

[brahim et al| (2016]) apresentam um estudo utilizando algoritmos evoluciondrios
multiobjetivo para solu¢ao de modelos de otimizacao de portfélios com diferentes ca-
racteristicas, complexidade e objetivos. Os autores concluem que alguns modelos supe-
ram outros em algumas métricas de desempenho, mas, de maneira geral, os algoritmos
evolucionarios multiobjetivo apresentam resultados satisfatérios em todas abordagens
utilizadas. Com isso, evidencia-se que os algoritmos evolucionarios multiobjetivo podem

ser uma boa opcao para solucao dos modelos de otimizacao de portfélios.

Observa-se que os modelos de otimizacao de portfélios apresentados tendem a se
tornar cada vez mais complexos pelo fato de incorporar as restri¢oes que os tornam mais
praticos e proximos da realidade dos investidores. Com isso, esses modelos tornam-se
NP-Dificil (Doering et al.; 2019) o que torna os algoritmos evoluciondrios multiobjetivo
uma ferramenta 1til na busca de boas solugoes para esse problema dentro de um limite

de tempo aceitavel.

Observa-se também que as restricoes que vem sendo apresentadas pela comunidade

cientifica sao: restricao de cardinalidade, restricao de fronteira, custos de transacoes e
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transagoes com lotes inteiros. Cada uma dessas restrigoes serd melhor detalhada nas

subsecoes seguintes.

Restricao de cardinalidade

Essa restri¢ao limita o niimero de ativos que poderao compor o portfélio com o objetivo
de controlar os custos e assim melhorar o seu desempenho (Kaucic; 2019). A Equacao
2.36| apresenta como essa restrigado pode ser inserida em um dado modelo (Chang et al.;

2000).

Y 4 =K (2.36)

Na Equacao tem-se K sendo a quantidade maxima de ativos que pode ser
adicionada ao portfélio, z; igual a 0 se o ativo ¢ nao for adicionado ao portfélio e igual

a 1 caso contréario.

A adicao da restricao de cardinalidade torna o modelo de otimizacao de portfélios
NP-Dificil (Ferreira and Cardoso; 2021), o que dificulta a sua solucao exata dentro de
intervalos de tempo razoaveis, fazendo com que a maioria dos pesquisadores busquem
boas solugdes aproximadas para esse problema (Akbay et al.; [2020). Entretanto existem
evidéncias na literatura (Mendonca et al.; [2020) de ao restringir o nimero de ativos,

tém-se uma melhora na performance do portfélio.

Restricoes de fronteira

Essa restricao limita as quantidades minimas e maximas de capital que podem ser alo-

cadas em cada ativo do portfélio (Ertenlice and Kalayci; [2018)).

Essa restri¢ao pode ser adicionada ao modelo da seguinte forma (Qi and Yen; 2017):

Ib < w; < ub. (2.37)

Na Equacao tem-se que a quantidade de capital alocado em cada ativo w; deve
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ser maior ou igual ao limite inferior /b e menor ou igual ao limite superior ub.

O limite inferior (Ib) é bastante 1til, pois evita que o modelo gere solugdes que
na pratica nao seriam viaveis, pois ao alocar porcoes muito pequenas do capital em
uma grande quantidade de ativos, poderia ocasionar um elevado custo operacional que
inviabilizaria a solugao. Ja o limite superior (ub) ajuda a garantir que uma grande
porg¢ao do capital nao seja alocada num tunico ativo, de forma a se garantir uma melhor
diluicao dos riscos (Ehrgott et al.; 2004).

Custos de transacoes

A maioria das estratégias de investimento fazem rebalanceamento dos ativos, tornando a
inclusao dos custos de transagao (compra e venda de ativos) uma importante ferramenta

para aproximar os modelos de otimizacao de portfélio da realidade dos investidores
(Najafi and Mushakhianj; 2015).

Os diversos trabalhos apresentam diferentes formas de incorporar o custo de transacoes
no modelo de otimizacao, podendo ser através de penalidades, quando héa alguma troca
de ativo no portfélio (Woodside-Oriakhi et al.; 2013)) ou subtraindo diretamente os custos

das transagdes na performance do portfélio (Beyer et al.; [2014)).

No trabalho de |Woodside-Oriakhi et al. (2013) é apresentado um modelo multi-
periodo onde o valor do portfélio é penalizado subtraindo-se os custos de rebalancea-
mento (compra e venda de ativos) a cada intervalo de tempo. Dessa forma, a equacao

que descreve o valor financeiro do portfdlio a cada periodo é dado por:

N N N
D Pxi= PX;+V =) (dy +cyi + flal + fiai). (2.38)
i=1 i=1 =1

Na Equacao tem-se que P, o preco do ativo i, x; a quantidade em unidades
do ativo no portfélio apds o rebalanceamento da carteira, X; a quantidade corrente do
ativo i no portfélio, V o capital que pode ser adicionado ao portfélio, ¢! e ¢ os custos
de compra e venda associados a uma unidade do ativo i, 4’ e ¥/ o nimero em unidades
compradas e vendidas do ativo, fz-b e f7 os custos fixos relacionados a compra e vendas
do ativo e a! e o tendo valor 0 se ndo houver mudanca na quantidade de ativos e 1 caso

contréario.
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Transacoes em lotes inteiros

Muitos modelos de otimizacao de portfélio vem sendo propostos, considerando que os
ativos podem ser negociados fracionados, o que pode tornar a aplicagao pratica muito
dificil de implementar, pois no mundo real eles normalmente sao negociados em quanti-
dades inteiras (Liu and Zhang; [2015)).

Para adequar os modelos a essa restricao, deve-se formular o problema em termos de
variaveis inteiras que representam a quantidade de lotes de cada ativo que ird compor a
carteira, atentando-se ao tamanho dos lotes minimos negociados de cada ativo (Schaerf;
2002).

A restrigao de lotes inteiros pode ser adicionada ao modelo por meio das seguintes

equagoes (Skolpadungket et al.; 2007)):

w; = —— (2.39)

n; mod l; =0 Vi. (2.40)

Onde w; é a porcao do capital alocado no ativo ¢, n; o nimero unitario do ativo i no

portfolio e I; o lote inteiro minimo negociado.

2.2 Algoritmos Evolutivos

Algoritmos Evolutivos (AEs) sdo heuristicas populacionais baseadas na Teoria de Evolugao
Natural proposta por Darwin. Sendo cada solu¢ao do problema um individuo e o con-
junto de soluc¢oes uma populacao, um AE explora o espaco de solugoes avaliando cada in-
dividuo (ou solugao) pertencente a populagao (ou conjunto de solugoes) (Streichert et al.;
2004b). De forma geral, os AEs iniciam com uma populacao de solugdes aleatodrias e
até que um critério de parada seja atendido, ocorrem iteragoes de avaliacao, combinagao
e selecao dos individuos. De maneira andloga a Teoria de Evolucao Natural, a cada

geracao (ou iteracao) os individuos mais adaptados, ou seja, que representam uma me-
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lhor solucao para o problema, tendem a seguir para as proximas geragoes, perpetuando

suas caracteristicas de forma a se buscar melhores solugoes a cada iteracao.

Os AEs podem ser mono-objetivo ou multi-objetivo. Para o problema de otimizacao
de portfélios onde normalmente busca-se otimizar baseando-se no risco e no retorno,
faz-se necessario utilizar AEs multiobjetivo. Uma importante caracteristica dos AEs
multiobjetivo é implementar procedimentos especificos para garantir uma melhor di-
versidade das solugoes na fronteira Pareto, o que evita que as solugoes convirjam para
um tUnico ponto ou regido. Além disso, os AEs multiobjetivos sdo capazes de melhor
com problemas complexos independente da linearidade, convexidade ou continuidade

das fungoes objetivo, o que o torna mais robusto (Ibrahim et al.f 2016)).

Para o problema de otimizagao de portfélios multi-objetivo onde sao consideradas
restrigoes que tornam o problema mais pratico e mais proximo de uma aplicacao realistica
pelos investidores, observa-se um crescimento da complexidade do problema fazendo com
que uma solucdo exata utilizando métodos exatos se torne invidvel (Lwin et al.; 2014)).
Assim, AEs tém sido extensivamente usados no problema de otimizacao de portfélios
e embora na maioria dos trabalhos venham sendo utilizados AEs mono-objetivo, dadas
as caracteristicas do problema de otimizacao de portfélios de possuir fungoes objetivos
conflitantes em adicao com restricoes que tornam o problema ainda mais complexo, os

AEs multi-objetivo se tornam uma opcao mais adequada para solucao desse problema

(Ibrahim et al.; [2016).

2.2.1 Individuo

Nos AEs, um individuo é uma representacao da solucao do problema a ser tratado.
Assim, de acordo com o problema, a representacao do individuo pode variar, mas usando
a analogia com a biologia, o individuo é constituido de um cromossomo que por sua vez
é composto por um conjunto de genes. Cada gene representa uma parte da solugao de
forma que, a depender do problema, o gene pode ser representado por um valor booleano,

inteiro ou real.

No problema de otimizacao de portfélios, um individuo é uma representagao de um
portfélio ou selegao de ativos. No trabalho de [Streichert et al| (2004a) é apresentada
uma representacao de individuo composta de dois vetores, sendo o primeiro binario para
indicar se um ativo esta selecionado ou néao para o portfélio (ou solu¢dao) e um segundo

vetor de niimeros reais para indicar a quantidade de capital alocada em cada ativo.
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2.2.2 Populacao

Nos AEs, um conjunto de solugoes ou individuos, é chamado de populacao. O tamanho
da populacao deve ser grande o suficiente para garantir uma boa cobertura do espago
de solucoes, mas ao mesmo tempo nao ser grande demais, de maneira a prejudicar o

desempenho do algoritmo.

De maneira geral, os AEs sao inicializados com um ntimero pré-definido de individuos
aleatérios e a cada geragao, através das operagoes de crossover (ou cruzamento) e
mutacao, as solucoes sao combinadas dando origem a novos individuos, mas mantendo
o tamanho inicial da populacao. Para que se possa comparar os individuos de uma
populagao entre si, de forma a se escolher um em detrimento de outro, os individuos sao
avaliados utilizando uma fungao de fitness (ou aptidao), de forma que se busque ter a

cada geracao, individuos com maior aptidao (Vikhar; 2016)).

No problema de otimizacao de portfélios multiobjetivo, em que se deseja maximizar
o retorno esperado e minimizar o risco, o AE pode utilizar essas duas métricas para fins

de se estabelecer uma comparacao de aptidao entre os individuos da populacao.

2.2.3 Operadores genéticos

Os operadores genéticos de um AFE sao os mecanismos que permitem a distin¢ao e a
combinacao de diferentes individuos ou solugoes. Os principais operadores apresentados

na literatura sao os de cruzamento (ou crossover), mutagao e selegao (AL-Salami; 2009)).

O operador de cruzamento permite que se combine dois individuos da populacao,
chamados pais, para a geracao de novos individuos que herdam suas caracteristicas,
chamados filhos. A principal ideia desse operador é fazer com que a solucao resultante
possua atributos combinados das solugoes pais de maneira a perpetud-los para geragoes

futuras.

A mutacao consiste em alterar uma caracteristica de um individuo, a fim trazer uma
maior diversidade para a populagao. De maneira geral, a mutagao busca introduzir
nas solugoes uma caracteristica aleatéria buscando, assim, uma maior variabilidade no

espago de solugoes.

Por fim, o operador de selecao permite que se consiga escolher um individuo ou um

conjunto de individuos dentre outros seguindo um critério de aptidao (ou fitness) pré-
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definido. Esses critérios podem mudar de acordo com o algoritmo utilizado na solugao
do problema, podendo ser melhor valor para funcao objetivo, dominancia Pareto, entre

outros.

2.3 Conclusao

Ao fazer um revisao bibliografica do problema de otimizacao de portfélios observa-se
que existe um grande esforco da comunidade cientifica para trazer melhores modelos de
mensuracao de risco e, a0 mesmo tempo, trazer modelos mais realisticos pela adicao de
restricoes, o que tende a fazer com que os modelos de otimizacao se tornem cada vez

mais complexos.

E sabido, porém, que a utilizacao de AEs tem se mostrado bastante eficiente para
trabalhar com modelos de otimizacao complexos, o que os tornam adequados para o
problema de otimizacao de portfélios por conseguirem trazer boas solucoes dentro de
um tempo de execucao aceitavel. No capitulo seguinte serd apresentado o modelo de

otimizacao e o algoritmo utilizado nesse trabalho.
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Capitulo 3
Metodologia

Nesse capitulo sao apresentados o modelo de calculo dos custos de transacao proposto
nesse trabalho, o modelo de otimizacao de portfdlios restrito incluindo os custos de
transacao, cardinalidade e fronteira, bem como algoritmos utilizados para solugao do

modelo.

Inicialmente, é descrito o modelo proposto para calculo do fator de penalizagao do
retorno, o qual busca incorporar ao modelo de otimizagao os custos de transacao, voltado
para o mercado de agoes brasileiro. Em seguida, é apresentado o modelo matematico do
problema de otimizacao de portfélios utilizado e, por fim, o AE, especificando os detalhes
de representacao dos individuos com as funcoes de avaliacao de aptidao e operadores

genéticos.

3.1 Modelo para calculo dos custos de transacao

Esse trabalho apresenta um modelo para incorporar a otimizacao de portfolios uma
aproximacao dos custos de transacao, voltado para o mercado de acoes no Brasil. E
importante ressaltar que, na compra e venda de agoes, além dos custos associados a
compra e venda, como taxas de bolsa e corretagem, os investidores também estao sujeitos
a custos tributarios relacionados as possiveis vendas com ganho financeiro. Dessa forma,
a0 agregar esses custos ao modelo, as solugoes obtidas podem se aproximar dos resultados

praticos obtidos pelo investidor.

Um diferencial trazido pelo modelo apresentado nesse trabalho é a consideracao da
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peculiaridade tributdria do mercado de agdes no Brasil. Pela Lei 9.250/1995 (Brasil;
1995)) para transagoes de venda em que haja lucro financeiro, o investidor precisa realizar
o pagamento de imposto de 15% sobre esse lucro, mas existe um isencao tributaria caso

o volume de vendas seja inferior a R$20.000,00 (vinte mil reais).

Os custos de transacao impactam diretamente no retorno esperado do portfélio, pois,
ao deduzi-los do capital do investidor, também se reduz o seu potencial retorno financeiro.
Sendo N o numero de ativos do portfélio, ret; e w; respectivamente o retorno percentual
esperado e a porgao do capital alocados do ativo ¢, a Equacao [3.1] apresenta o calculo

do retorno esperado do portfélio desconsiderando os custos de transagao.

N
Z w; - ret;. (3.1)
i=1

De maneira semelhante ao apresentado na Equacao [3.1, na Equacao é introdu-
zido o fator de penalizacdo dos custos («) no célculo do retorno. De maneira geral, o
representa o percentual do capital comprometido com os custos de todas as transacoes
do portfélio, podendo ser observado que, no caso de se ignorar os custos, fazendo « igual

a 0, a Equagao [3.2] é reduzida a Equagao [3.1

(1—a) Zwi - ret;. (3.2)

Como nesse trabalho serao considerados os custos de compra e vendas dos ativos e os
custos tributérios, o valor do fator de penaliza¢ao dos custos («) pode ser decomposto
em duas partes: a primeira onde é contabilizada os custos de operagao (7) e a segunda

onde sao calculados os custos tributérios (v) de forma que o = 7 + 7.

A representacao de um portfélio num determinado intervalo de tempo ¢ pode ser
dada por P' = [wi, wh, .. w'}v] sendo w! a alocacao de capital em cada ativo i naquele
dado intervalo de tempo. Assim, para trazer uma maior aproximacao de uma aplicacao
prética, ao selecionar uma alocacao de portfélio P’ serd considerado que o investidor j&
possui um portfélio prévio P!~ de forma que, a partir da diferenca entre eles, poderio
ser computadas as operagoes de compra e venda de ativos, permitindo assim o céalculo

desses custos.
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Sendo o vetor de diferencas entre o portfélio prévio e atual D = P! — P, D =
[di,dy,...;dN] e d; = wh — wf_l, pode-se notar que, para valores de d; > 0, houve um
aumento da alocagao no ativo 7, ou seja, uma operacao de compra. Da mesma forma,
pode-se concluir que para valores de d; < 0 ocorreu uma operacao de venda e para d; =

0 nao houve nenhuma negociagao no ativo 1.

Embora os custos operacionaisﬂ para compra e venda de agoes na B3 nao sejam fixos,
com o intuito de simplificar o problema, optou-se por definir um valor fixo de R$10,00

(dez reais), para cada operacao de compra e venda realizada.

Assim, considerando o vetor de diferengas D, para cada valor de d; # 0, tem-se uma
operacao de compra ou de venda. Assim sendo b o numero de operagoes de compra, s
o numero de operacoes de venda e C' o capital total alocado no portfélio, o cdlculo do

custo de operacao 7 é dado por:

T (3.3)

Ja o custo tributario () precisa considerar dois aspectos: o primeiro relacionado ao
volume de vendas, pois pela legislacao vigente, com vendas totais abaixo de R$20.000,00
(vinte mil reais) mensais esse custo pode ser ignorado. O segundo aspecto, caso o volume
de vendas exceda o limite nao tributavel, é necessario calcular se as vendas geraram lucro
e, em caso afirmativo, se faz necessario debitar do capital total o valor relativo a 15%

desse lucro.

Usando o vetor de diferencas D e sabendo que para todo d; < 0 temos uma operagao

de venda, o volume de vendas V' pode ser obtido por:

N
V=(-1)>d VieN|d <0 (34)

=1

Sendo v a variavel que define se o volume financeiro de vendas excede o volume isento

de tributos, temos:

1https ://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/
renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/


https://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/
https://www.b3.com.br/pt_br/produtos-e-servicos/tarifas/listados-a-vista-e-derivativos/renda-variavel/tarifas-de-acoes-e-fundos-de-investimento/a-vista/
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0 se (V-C) < 20.000.
b= (3.5)
1 se (V-C) > 20.000.

No caso do volume de vendas exceder o limite de vendas isento de tributacao (¢ = 1),
realiza-se o calculo do eventual lucro ou prejuizo obtidos dessas operagoes. Para isso,
se faz necessario saber o preco de compra do ativo ¢ dado por price? e o preco atual do
ativo pelo qual a venda é realizada (price;). De posse desses valores, obtidos nos dados
histéricos de cotacao dos ativos, a variagdo percentual para cada ativo (var;) pode ser

obtida por:

. . b
price; — price;
var; = . (3.6)
price;

Para calcular o lucro ou prejuizo em unidades monetarias para que um eventual
imposto seja calculado em caso de lucro, faz-se necessario computar o valor de venda
(SV) do valor de compra (BV) de forma que o ganho de capital (GC') é dado por:
GC =SV — BV.

O valor de vendas pode ser obtido multiplicando o volume total de vendas (V') pelo
capital total (C), ou seja, SV = V - C. Ja o valor de compra dos ativos BV pode
ser calculado somando-se individualmente o volume individual de vendas por ativo (d;),
considerando a sua variagao de prego percentual (var;) no momento atual £ e no momento

de compra t — 1. Dessa forma, BV pode ser obtido por:

N
BV =Y (-1)-d;-——— VieN|d; <0. .
1% ;( ) - d; o VieN|d <0 (3.7)

Tendo calculado o ganho de capital da venda (GC'), em caso de ser um valor negativo,
indica que houve prejuizo e, portanto, nao ocorre taxacao. Para valores de GC' positivos,
indica que a operacao de venda gerou um lucro, que leva a cobranca de imposto. Pode
assim ser definida uma varidvel 7w para auxiliar no controle dessa condicao definida na

Equacao [3.8}
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0 se GC<O.
1 se GC >0.

Assim os custos tributédrios () podem ser definidos por:

72¢-7T-0,15-G—OC (3.9)

E importante observar que tanto para vendas inferiores a R$20.000,00(vinte mil reais)
com @ = 0, quanto para instancias em que as operagoes geraram prejuizo com m = 0, o
custo tributario é anulado, de forma que sé ocorre a cobranca caso o volume de vendas

exceda o limite isento e que as operacoes tenham gerado lucro.

Por fim, a equacao que define o fator de penalizacao dos custos no retorno esperado

de todo o portfélio (a« = 7 + ) pode ser reescrita como:

(b+s)-10 GC

= 0,15 —. 1
a +pem 0,15 (3.10)

3.2 Modelo de otimizacao de portfélios restrito usando
o MAD

Apesar dos AEs serem bem sucedidos na resolucao de problemas de otimizacao mul-
tiobjetivo com varias restricoes complexas que aproximam os modelos das aplicacoes
praticas, devido ao seu comportamento estocastico, eles podem apresentar uma con-

vergéncia lenta e baixa acurdcia (Wang et al.; [2011]).

Embora o M-V seja o modelo mais cléssico para mensuracao de risco de otimizacao
de portfélios, sabe-se que ele possui um custo computacional quadratico, o que pode
inviabilizar o modelo quando restricoes complexas sao adicionadas para torna-lo mais
realistico (Doering et al.; 2019). Alternativamente ao M-V, o MAD vem sendo estudado
por véarios pesquisadores (Dastkhan et al. (2011)), Angelelli et al.| (2008)), Kellerer et al.
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(2000), Mansini and Speranzal (1999)) por apresentar um custo computacional linear e
obter resultados semelhantes se os retornos dos ativos seguirem a distribuicao normal
(Dastkhan et al.; [2011)).

Nesse trabalho, em que sao consideradas as restricoes de cardinalidade, fronteira e
custos de transacao, sabendo que estas podem tornar os modelos mais realisticos mas
também trazer uma maior complexidade (Anagnostopoulos and Mamanis; 2011)), optou-
se por utilizar o MAD. Com isso, espera-se obter um modelo que, ao mesmo tempo em
que se aproxima de uma aplicagao pratica, consegue bons resultados dentro de um limite

de tempo satisfatério. O modelo matematico é apresentado a seguir:

N
min Z w; - risk;, (3.11)
i=1
N
max(l — «) Zwi - ret;. (3.12)
i=1
Sujeito a:
N

S w =1, (3.13)

N
Y 4 =K, (3.14)
=1
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w; <ub-z, i=1,...,N, (3.16)
w; =0 i=1,..N, (3.17)
5 €{0,1} i=1,.,N. (3.18)

Sendo w; a proporcao do capital a ser alocado no ativo ¢, risk; e ret; respectivamente o
risco e retorno esperado do ativo 4, nas Equagoes[3.11]e[3.12] temos as fungoes objetivo que
correspondem respectivamente a minimizar o risco e a maximizar o retorno esperado do
portfdlio. E importante destacar que na Equa(;éoesté incluido o fator de penalizagao
dos custos («) apresentado na Secao , para que o modelo possa incorporar os custos

de transacao.

Na Equacao temos a restricao de que o somatério de w; deve ser igual a 1, ou
seja, todo capital disponivel deve ser alocado entre os ativos disponiveis. Sendo z; uma
variavel de controle com valor igual a 1 para indicar se o ativo ¢ foi selecionado para o
portfélio e 0 caso contrario; e K o numero total de ativos, na Equacao temos a

restricao indicando que o nimero de ativos selecionados deve ser igual a K.

Nas Equacgoes e temos as restrigoes de fronteira limitando a alocacao por
ativo (w;) entre os limites inferior [b e limite superior ub. Por fim, nas restrigdes apresen-
tadas nas Equagoes e temos as restrigcoes de nao-negatividade de w; indicando

que nao podem alocagoes negativas e que z; é¢ uma variavel bindria.

Os retornos (ret;) sao calculados com base na média dos retornos histéricos dos
ativos, como mostrado na Equacgao e o risco estimado por ativo (risk;) é calculado

usando o MAD, conforme pode ser visto na Equacgao [2.16]

E importante destacar que nos problemas de otimizacao de portfélios em que as
restrigoes de cardinalidade e de fronteira sao aplicadas simultaneamente, se faz necessario
atentar para que os valores de [b e ub respeitem as Equagoes[3.19)e[3.20] a fim de respeitar
a equacao de restricao de integralidade dada pela Equagao |3.13
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K-Ib<1, (3.19)

K-ub>1. (3.20)

3.3 O Algoritmo Evolutivo aplicado a solucao do modelo

No presente trabalho, utilizou-se os AEs multiobjetivo Non-dominated Sorting Genetic
Algorithm - II (NSGA-II) proposto por Deb et al. (2000) e o Strength Pareto Evolutio-
nary Algorithm (SPEA2) apresentado por Zitzler et al.| (2001)).

De maneira geral, algoritmo NSGA-II avalia o fitness dos individuos da populagao
baseando-se na dominéancia Pareto e no crowding distance (ou distancia de aglomeragao).
Na ordenacao por dominancia, os individuos sao classificados de acordo com a fronteira
Pareto a que pertencem, de forma que os individuos que nao sao dominados sao colocados
na fronteira 1, os que sao dominados apenas pelos individuos da fronteira 1 sao colocados
na fronteira 2 e assim sucessivamente. Ja na ordenacgao por crowding distance é calcu-
lado para cada individuo o hipercubo definido pelos seus dois vizinhos mais préximos.
Assim, um individuo que pertenca a fronteira 1, ao ser comparado com individuos das
demais fronteiras, se mostra uma solugao melhor pela relacdo de dominancia. Entre-
tanto, ao comparar solugoes de uma mesma fronteira, o critério de desempate sera o
maior crowding distance. Assim, o NSGA-II busca garantir um elitismo das solugoes

com boa cobertura do espaco de solugoes.

J& no algoritmo SPEA2 o fitness dos individuos é calculado de acordo com a sua
forca e densidade de vizinhanga. De maneira geral, a forca é calculada com base no
numero de individuos que dominam e na distancia para um enésimo vizinho. Assim,
na comparacao entre dois individuos, o SPEA2 considera mais apto o que possui uma
menor dominancia e uma maior distancia para o enésimo vizinho, trazendo um elitismo
ao algoritmo ao mesmo tempo em que busca uma maior dispersao e consequente melhor

cobertura da fronteira Pareto.

O pseudocddigo mostrado em Algoritmo[3.1|apresenta a estrutura geral do Algoritmo

Evolutivo Muti-objetivo com G geragoes utilizado nesse trabalho. E preciso destacar que
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o célculo do fitness (linha 5) é baseado nos critérios do Algoritmo Evolutivo adotado
(NSGA-II ou SPEA2) e as etapas de sele¢ao e geracao de descendentes (linhas 6 e 7)
ocorrem seguindo os operadores de cruzamento, mutacao e selecao que serao apresenta-
dos posteriormente nessa Se¢ao, ressaltando ainda que, apds as operacoes de cruzamento
e mutacao, se faz necessario executar o processo de normalizacao para tornar as restricoes

factiveis, respeitando as restrigoes pré-estabelecidas.

Algoritmo 3.1: Pseudocédigo do Algoritmo Evolutivo Multiobjetivo (Adaptado
de Kaucic, Moradi e Mirzazadeh 2019)
Result: Conjunto de solugoes

1 k=0;

P, = Gera_solucoes_aleatorias(V);

Qo = @§

while k<G do
Calcula_fitness(Py) ;
Q). = Geracao_descendente(Fy) ;
P, = Seleciona_populacao( Py, Q) ;
k=k+1,;

retorne Py;

w N O ok W N

©

Sendo o conjunto de N ativos disponiveis para alocacao de capital, um individuo é
representado por um vetor de tamanho N, sendo que cada gene ou posicao do vetor
contem um valor real entre 0 e 1, representando a porcentagem de capital alocado por
ativo. Para fins de integralidade de alocacao do capital no portfélio, a soma de todas as
posigoes do individuo deve ser igual a 1. Assim, um individuo W, pode ser representado
por: W = {wq, wy, ..., w, } em que w; é a porcentagem total de capital alocado no ativo

1 e N o niumero total de ativos disponiveis.

Na Figura [3.1] é apresentado um exemplo de representacao de individuo utilizada
nesse trabalho. Observa-se que se tem um conjunto de ativos com N igual a 10, que em
cada um dos ativos 1, 5 e 6 sdo alocados 22% do capital, nos ativos 2 e 10 sao alocados
17% do capital e por fim que nao ha alocacao nos ativos 3, 4, 7, 8 ¢ 9. Destacam-se ainda
duas caracteristicas no individuo mostrado como exemplo na Figura a primeira é
que a soma de todos valores do vetor ¢ igual a 1, indicando que todo capital disponivel
foi alocado nos ativos; a segunda é que a cardinalidade (K') da solugao é igual a 5, pois

tem-se o capital aplicado em 5 ativos.

Nesse trabalho, ao considerar o problema de otimizacao de portfélios sujeito as res-

tricoes de cardinalidade e de fronteira, na etapa de inicializar a populacao aleatoriamente,
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0.22 0.17 0.00 0.00 0.22 0.22 0.00 0.00 0.00 0.17

Figura 3.1: Exemplo de representacao de individuo

Selecionar K ativos

Y

Alocar um valor aleatério para cada
ativo selecionado

Y

Normalizar solu¢ao para respeitar a
restricdo de fronteira

Figura 3.2: Representagao esquematica do processo de criacao aleatéria de um
individuo

se faz necessario seguir um processo que garanta que as solugoes criadas respeitem essas
restricoes. Conforme pode ser observado na Figura |3.2] esse processo consiste basica-
mente de trés etapas. A primeira consiste em selecionar aleatoriamente K ativos entre
os N ativos disponiveis para alocacao de capital, de forma a se respeitar a restricao de
cardinalidade. Apds definidos os ativos, a segunda etapa consiste em atribuir valores
aleatorios de alocagao entre os limites superior e inferior definidos pela restricao de fron-
teira, de forma a respeitar essa restricao. Por fim, realiza-se o processo de normalizacao
para que se respeite a restricao de integralidade, de que todo capital deve ser alocado e,

portanto, a soma de todas alocagoes deve ser igual a 1.

O procedimento para normalizacao foi adaptado do apresentado por |Chang et al.
(2000) e o pseudocédigo é apresentado em Algoritmo . Sendo K a cardinalidade do
portfélio, N o numero total de ativos e w; o total de capital alocado no ativo 7 e os
limites inferior e superior, respectivamente b e ub, o algoritmo de normalizacao busca

fazer com que a solucao inicial respeite as restrigoes, buscando-se manter as proporgoes
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previamente alocadas em cada ativo.

Algoritmo 3.2: Pseudocddigo normalizagao de solucao (Adaptado de Chang et al.
(2000)))
Result: Conjunto de solucoes
1 # Sendo:
# @ o conjunto dos ativos com capital alocado (w;>0).
# R o conjunto dos ativos com capital alocado acima do limite superior (w;>ub).
# w! o valor de w; apds a normalizacio

wi=1b+w, - (F/L) YieW";
R = 0;

while 3 i € (Q — R) | wi>ub do
for all i € () — R) do

if w]>ub then
L | R=RUi;

w N O oA W N

o | L=2>cq-rwi

10 F=1- (Zie(QfR) b+ EieR ub),
11 for all i € () — R) do

12 sz’-:lb+wi-(F/L);

13 for all i € R do

14 L wi = ub;

Nesse trabalho, foi utilizado o operador de cruzamento BLX — « apresentado por
Streichert et al. (2004a). A escolha desse operador se deve ao fato de que os autores
apresentam uma comparacao entre diferentes operadores de crossover observando que
o BLX — a teve um desempenho levemente superior. De maneira geral, sendo WY
o individuo resultante do cruzamento dos individuos W' e W?, usando esse operador
temos que no individuo resultante cada posicdo w.' recebe um valor aleatério entre
i min = MIN (w},w), w = MAX (w},w?) e

I = W maz) — Wiminy- Seguindo ainda o modelo apresentado pelos autores, o valor de

—I-aew,

i,max

w + I - o sendo w;,

1,min i,max

a foi definido em 0.5 e, apds o cruzamento, sao efetuadas as operacoes de normalizagao
para que o individuo resultante se torne factivel respeitando as restrigoes dadas para o

problema.

Na Figura[3.3| é apresentado um exemplo de cruzamento implementado nesse traba-
lho. Observa-se que temos nesse exemplo um nimero de ativos disponiveis (N) igual

a 10, cardinalidade (K) igual a 3 e os limites inferior e superior (Ib e ub) iguais a 0,25
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Individuo 1: | 000 | 000 | 030 | 000 | 000 | 000 | 035 | 000 | 035 | o0.00

Individuo 2: | 000 | 000 | 040 | 000 | 000 | 033 | 000 | 000 | 000 | 027

Individuo resultante | 000 | 000 | 041 | 000 | 000 | 038 | 045 | 000 | 047 | 029
(crossover):

Individuo resultante

< S 000 | 000 | 041 | 000 | 000 | 000 | 045 | 000 | 047 | 0.0
(correcéo cardinalidade):

Individuo resultante

. 000 | 000 | 033 | 000 | 000 | 000 | 033 | 000 | 034 | o000
(normalizado):

Figura 3.3: Exemplo do operador de cruzamento

e 0,40. Pode-se verificar na Figura que inicialmente ¢é realizado o cruzamento usando
o operador BLX — « descrito anteriormente, entretanto o individuo resultante viola a
restricao de cardinalidade e de integralidade. Para correcao da restricao de cardinali-
dade, sao selecionados os K ativos com maior alocagao de capital e por fim, utilizando
o Algoritimo é feita a normalizacao para fazer com que a solucao resultante respeite

a restricao de integralidade.

Para o operador de mutacao, foi utilizado o modelo apresentado por |Streichert et al.
(2004a) em que para cada valor de w; (com w;>0) é adicionado um valor aleatério o; tal
que (—(ub—1b) < 0; < (ub—1b)) e em seguida sdo aplicadas as fun¢oes de normalizagao
para fazer que a solucao resultante dessa operacao respeite as restricoes impostas pelo

problema.

Na Figura ¢é apresentado um exemplo do funcionamento do operador de mutacao.
De maneira andloga ao exemplo do operador de cruzamento considera-se um numero de
ativos disponiveis (N) igual a 10, cardinalidade (K) igual a 3 e os limites inferior e
superior (b e ub) iguais a 0,25 e 0,40. Para os ativos 2, 7 e 9 com alocacao de capital sao
definidos aleatoriamente valores de o entre —0,15 e 0, 15 e esses valores sao somados a

alocagao de cada um. Observa-se que o individuo resultante possui uma alocacao total



Metodologia 47

Individuo
- 000 | 000 | 030 | 000 | 000 | 000 | 035 | 000 | 035 | 0.00
original:
a3 = —0.10 a; = 0.03 g9 = 0.09
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Individuo
. « 000 | 000 | 020 | 000 | 000 | 000 | 038 | 000 | 044 | 000
apo6s mutacao:

Individuo resultante

. 000 | 000 | 030 | 000 | 000 | 000 | 034 | 000 | 036 | 0.00
(normalizado):

Figura 3.4: Exemplo do operador de mutacao

igual a 1,02 o que viola a restricao de integralidade, assim, para corrigir esse problema

é utilizado o Algoritmo para normalizar a solucao, tornando-a factivel.

Por fim, para o operador de selecao utilizou-se os critérios de fitness do Algoritmo
Evolutivo Multiobjetivo escolhido (NSGA-IT ou SPEA2), ou seja, usando critérios de
dominancia Pareto e distancia entre as solucoes como critério de selecao elitista dos
individuos que iriam compor a proxima geracao. De maneira geral, sao escolhidos sempre
os mais aptos entre os individuos da geragao atual(pais), adicionados da populacao de

filhos resultante das operacoes de cruzamento e mutacao.

3.4 Conclusao

Nesse capitulo foi apresentado o modelo de otimizacao de portfélios utilizado nesse

trabalho e como esse modelo foi implementado.

Nos capitulos seguintes serao apresentados os experimentos computacionais, bem

como os resultados obtidos a partir desses.
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Capitulo 4
Resultados

Nesse capitulo sao apresentadas inicialmente as instancias utilizadas nos testes. A seguir,
sao descritos os experimentos e os resultados obtidos. Por fim, é apresentada uma anélise
dos resultados buscando se estabelecer uma relagao entre a variacao dos parametros
das restricoes na qualidade das fronteiras Pareto obtidas e no tempo de execucao dos

algoritmos.

4.1 Instancias

Uma instancia é um problema de teste usado para avaliagao e comparacao de métodos
utilizados na solucdo do mesmo. Assim nesse trabalho, uma instancia consiste de um
conjunto de N ativos financeiros nos quais o investidor deseja alocar partes do capital
em K ativos diferentes, respeitando as restri¢oes de limites inferior e superior (Ib e ub),

além de considerar os custos de transacao.

As instancias de teste buscam simular um possivel cenario real de um investidor no
mercado de ac¢oes negociadas na bolsa de valores do Brasil, a Brasil, Bolsa, Balcao (B3).
Nesse cendrio, dentre os ativos listados na carteira teérica IBrX 100 B3 (Tabela[d.1)), onde
sao listados os ativos com maior volume de negécios da B3, seleciona-se um portfélio,
que respeite as restrigdes de cardinalidade (K) e de fronteira (ub e Ib), incorporando ao
mesmo o impacto dos custos de transacgao e tributacao. Destaca-se também que para o
calculo dos custos de transacao se faz necessario saber o capital do investidor, pois os

custos impactam diretamente no mesmo, assim as instancias de testes consideram um
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Tabela 4.1: Lista de ativos IBrx 100 (Data de referéncia: 21,/01/2022). Fonte

B3.
Cédigo Empresa Cédigo Empresa Cédigo Empresa
RRRP3 3R Petroleum ELET6 Eletrobras MRVE3 MRV
ALPA4 Alpargatas EMBR3 Embraer MULT3 Multiplan
ABEV3 Ambev S/A ENBR3 Energias BR PCAR3 Pao de Agicar-CBD
AMERS3 Americanas ENGI11 Energisa PETR3 Petrobras
ASAI3 Assai ENEV3 Eneva PETR4 Petrobras
AZUL4 Azul EGIE3 Engie Brasil PRIO3 Petrorio
B3SA3 B3 EQTL3 Equatorial PETZ3 Petz
BIDI11 Banco Inter EZTC3 Eztec PSSA3 Porto Seguro
BPAN4 Banco Pan FLRY3 Fleury POSI3 Positivo TEC
BBSE3 BB Seguridade GGBR4 Gerdau QUAL3 Qualicorp
BRML3 BR Malls GOAU4 Gerdau Metalugica RADL3 Raiadrogasil
BBDC3 Banco Bradesco GOLL4 Gol RDOR3 Rede D’Or
BBDC4 Banco Bradesco NTCO3 Grupo Natura RAIL3 Rumo S.A.
BRAP4 Bradespar SOMA3 Grupo Soma SBSP3 Sabesp
BBAS3 Banco do Brasil HAPV3 Hapvida SANB11 Santander BR
BRKMS5 Braskem HYPE3 Hypera STBP3 Santos BRP
BRFS3 BRF SA IGTI11 Iguatemi S.A CSNA3 Siderurgia Nacional
BPAC11 Banco BTGP IRBR3 IRB Brasil SLCE3 SLC Agricola
CRFB3 Carrefour BR ITSA4 Itausa SULA11 Sul America
CCRO3 CCR SA ITUB4 Itau Unibanco SUZB3 Suzano S.A.
CMIG4 Cemig JBSS3 JBS TAEE11 Taesa
CESP6 Cesp KLBN11 Klabin S/A VIVT3 Telefonica Brasil
CIEL3 Cielo LIGT3 Light S/A TIMS3 Tim
COGN3 Cogna ON RENT3 Localiza TOTS3 Totvs
CPLE6 Copel LCAMS3 Locamerica UGPA3 Ultrapar
CSAN3 Cosan LWSA3 Locaweb USIM5 Usiminas
CPFE3 CPFL Energia AMARS3 Lojas Marisa VALE3 Vale
CMIN3 CSN Mineragao LREN3 Lojas Renner VIIA3 Via
CVCB3 CVC Brasil MGLU3 Magazine Luiza VBBR3 Vibra
CYRE3 Cyrela Realty MRFG3 Marfrig WEGE3 WEG
DXCO3 Dexco CASH3 Meliuz YDUQ3 Ydugs
ECOR3 Ecorodovias BEEF3 Minerva
ELET3 Eletrobras MOVI3 Movida

capital de R$50.000,00 (cinquenta mil reais).

Na Tabela[4.1] observa-se que o cendrio utilizado nos testes é composto por 97 agoes de

empresas brasileiras listadas na B3 com os dados histéricos de variagao de pregos men-
sais no periodo de 01/05/2021 a 29/07/2022 obtidos através da |AlphaVantage (2017)).

De maneira mais especifica, cada instancia de testes busca selecionar um portfélio inde-

pendente para cada intervalo de tempo diferente, sendo esses os meses de junho e julho

de 2022, seguindo um determinado conjunto de restri¢oes, de forma a se estabelecer o

impacto da variacao das mesmas na curva Pareto do conjunto de solugoes obtidas.

4.2 Experimentos

Os experimentos propostos nesse trabalho consistem em se avaliar o impacto dos custos

de transacao, da cardinalidade e dos limites superiores e inferiores de alocacao por ativo.
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Para isso, foi planejado um conjunto de experimentos conforme a Tabela[d.2] destacando-
se que os resultados que serao apresentados nesse trabalho se baseiam na execucao de

cada instancia 100 vezes.

Tabela 4.2: Parametros utilizados nos experimentos

Instancia | K A lb ub Custos
1 10 | 10% | 9% 11% Nao
2 10 | 30% ™% 13% Nao
3 10 | 50% | 5% 15% Nao
4 20 | 10% | 4,5% | 5,5% Nao
5 20 | 30% | 3,5% | 6,5% Nao
6 20 | 50% | 2,5% | 7,5% Nao
7 30 | 10% | 3% | 3,66% Nao
8 30 | 30% | 2,33% | 4,33% Nao
9 30 | 50% | 1,66% | 5% Nao
10 10 | 10% | 9% 11% Sim
11 10 | 30% ™% 13% Sim
12 10 | 50% | 5% 15% Sim
13 20 | 10% | 4,5% | 5,5% Sim
14 20 | 30% | 3,5% | 6,5% Sim
15 20 | 50% | 2,5% | 7,5% Sim
16 30 | 10% | 3% | 3,66% Sim
17 30 | 30% | 2,33% | 4,33% Sim
18 30 | 50% | 1,66% | 5% Sim

Na Tabela observa-se que, nas instancias de testes, foram utilizados valores de
cardinalidade (K) iguais a 10, 20 e 30 para avaliar o impacto dessa restrigao na fronteira
Pareto resultante. E importante ressaltar que para valores de K mais baixos existe o risco
de haver pouca diversificacao do capital total, ocorrendo, entretanto, uma diminuicao
nos custos operacionais relacionados as operagoes de compras e vendas dos ativos. Ja
valores muito elevados de K permitem uma boa diluicao do risco entre os ativos, mas
elevam os custos operacionais por fazerem com que aumente o nimero de operacoes
de compra e venda desses ativos. Esse trabalho também avalia o efeito do custo de
transagao apresentado na Segao [3.1] buscando-se compreender seus impactos no modelo

de otimizacao de portfélios. Com as instancias de testes propostas, espera-se avaliar a
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influéncia dessas restrigoes para fornecer ao investidor ferramentas para uma selecao de

portfolio que consiga um melhor equilibrio entre diversificacao e custos operacionais.

Sabe-se também pelas Equacoes e que o valor maximo para o limite inferior
e o valor minimo para o limite superior deve ser igual a 1/K para manter a factibilidade
do modelo. Como esse valor é dependente da cardinalidade, a maneira utilizada para
normalizar os valores de limite inferior e superior nas diferentes cardinalidades foi definir
um coeficiente de dilatagao das fronteiras (A), que define o quanto restrito serdo as
restricoes de fronteira impostas as instancias de testes. Os valores de A utilizados nos
testes foram 10%, 30% e 50%. As Equacoes 4.1] e |4.2| apresentam os célculos dos valores
de limite inferior e superior em fungao da cardinalidade(K) e do coeficiente de dilatagao
das fronteiras (\). E importante observar que, para valores de A\ menores, o intervalo
de valores que podem ser alocados se torna menor e consequentemente o modelo mais
restrito e a medida que o valor de A cresce, o intervalo se torna maior, deixando o modelo

mais flexivel.

Destaca-se que os valores de K e A foram escolhidos empiricamente, tentando in-
corporar aos testes diferentes cenarios. Para valores de K e A mais baixos busca-se um
cenario mais restritivo com um menor nimero de ativos e menos flexibilidade nos valores
de alocagao por ativo dos ativos (b e ub), aumentando a flexibilidade a medida que se

aumenta esses valores.

ub = (1+\)- (4.2)

1
?.
Para mensurar o impacto dos custos na qualidade da fronteira Pareto e no tempo de
execucao dos algoritmos sao realizados testes comparando modelos que desconsideram os
custos com modelos que os incorporam e consequentemente possuem maior complexidade
computacional. Com isso, espera-se entender melhor o impacto desses custos, permitindo
que o investidor consiga obter modelos tedricos mais proximos de uma aplicagao pratica
e também buscando um equilibro da qualidade das solu¢oes com o tempo de execugao

dos algoritmos.
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Tabela 4.3: Resultados dos experimentos

Junho /2022 Julho /2022
Instancia K A Custo NSGA-II SPEA2 NSGA-II SPEA2
H T H T H T H T
1 10 | 10% No 3,20 x 10 20,42 3,15 x 10 69,31 3,24%x 10 19,62 | 3,86 x 10+ | 68,48
2 10 | 30% Nio 3,77 x 10 1 20,78 3,67 x 10 © 61,27 4,08x 10 1 18,79 | 3,60 x 10 * 69,38
3 10 | 50% Nio 4,43 x 10 * 19,32 | 4,23 x 10" % | 73,68 4,37x 10 * 18,87 3,85 x 10 © 73,95
4 20 | 10% Nio 6,35 x 10 ° 21,79 5,97 x 10 ° 64,61 6,95 x 10 ° 22,23 6,76 x 10 ° 60,34
5 20 | 30% Nio 7,58 x 10 ° 21,61 6,79 x 10 ° 69,84 8,56 x 10 ° 21,62 8,01 x 10 ° 64,76
6 20 | 50% Nio 9,92x 10 ° 22,55 8,40 x 10 ° 71,47 1,11x 10 7 22,48 1,03x 10 7 67,65
7 30 | 10% Nao 3,27 x 10 ° 25,09 3,30x10°° | 58,74 | 4,14x10 ° 25,00 | 4,55x10°° | 59,09
8 30 | 30% Nio 3,13x 10 ° 24,88 3,24%x 10 ° 67,75 4,83%x 10 ° 24,99 4,92x 10 ° 62,51
9 30 | 50% Nio 3,17x 10 ° 26,56 3,74%x 10 ° 59,04 5,25 x 10 ° 26,84 4,50x 10 ° 59,18
10 10 | 10% Sim 3,24 %10 © 40,69 3,14 % 10 © 92,51 3,91 x 10 © 39,80 3,27 x 10 © 90,88
11 10 | 30% Sim 3,74x 10 7 | 4034 | 3,45x10 © | 83,60 | 3,94x10 © | 39,49 | 3,65x10 © | 90,89
12 10 | 50% Sim 4,58 x 10~ % | 40,89 4,14x 10 * 95,97 | 4,50 x 10~ % | 39,96 3,85 x 10 © 96,81
13 20 | 10% Sim 6,25 x 10 ° 45,93 6,13 x 10 ° 90,27 7,51x10 ° 45,83 6,55 x 10 ° 85,47
14 20 | 30% Sim 7,12x 10 ° 45,78 6,94 %10 ° 06,28 8,92 x 10 ° 45,18 8,02 x 10 ° 89,91
15 20 | 50% Sim 9,55x10 > | 46,59 | 8,87x10 ° | 96,36 | 1,11x10 © | 46,39 | 1,05x10 * | 91,38
16 30 | 10% Sim 3,35 x 10 ° 53,08 3,30 x 10 ° 87,08 4,92%x10°° 51,93 4,41x 107 86,64
17 30 | 30% Sim 3,42 x 10 ° 52,02 3,06 x 10 ° 96,66 4,90 x 10 ° 52,45 4,42%x10°° 92,25
18 30 | 50% Sim 3,98 x 10 ° 54,23 3,73x 10 ° 87,46 5,07 x 10 ° 53,83 4,80x 10 ° 88,00

4.3 Resultados

Para execucgao dos testes computacionais, os algoritmos foram implementados utilizando
a linguagem de programacao C++ e todos experimentos praticos que serao apresentados
foram executados utilizando-se um computador com as seguintes configuragoes: proces-
sador Intel Core i7 3.6 Ghz, memoria RAM de 16 Gb. e sistema operacional Windows
10 64 bits.

Na Tabela sao apresentados os resultados de hipervolume(H) e tempo(7) em
segundos da execucgao de cada instancia de teste, ressaltando que os resultados apresen-
tados sao a mediana de 100 execucoes de cada instancia. Observa-se que sao utilizados
os algoritmos NSGA-II e SPEA2, para dois intervalos de tempo diferentes variando-se
os parametros das restrigoes de cardinalidade (K), coeficiente de dilatacao das fronteiras
(A) e custos de transagao. Para as instancias de testes onde se levam em conta os custos
de transagao, considera-se que o capital alocado no portfélio é de R$50.000,00(cinquenta

mil reais).

Analisando a Tabela [4.3| observa-se que, para ambos periodos de tempo, a qualidade
das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume obtidas usando o NSGA-II e o SPEA2 se
mostram muito préximas para todas as instancias de teste, embora o tempo de execucgao

das instancias pelo NSGA-II se mostre muito menor.
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A Figura [4.1] mostra o tempo de execugao dos algoritmos no primeiro intervalo de
tempo (junho/2022) enquanto a Figura apresentam essa comparacao para o segundo
intervalo analisado (julho/2022). Observa-se que nao ocorre a sobreposigdo entre as
caixas do boxplot, o que nos permite afirmar, que estatisticamente, o tempo de execugao
dos algoritmos sao diferentes. Nesse parametro, em ambos intervalos, destaca-se uma
superioridade do NSGA-II se comparado ao SPEA2 por se obter um tempo de execucao

menor.

Para a verificar se ha diferencas nas médias do hipervolume entre os algoritmos é
utilizado o teste T-Stundent. De maneira geral, esse teste verifica duas hipdteses sobre
os conjuntos observados - Hy (ou hipdtese nula): a média dos conjuntos é igual, H,;
(ou hipdtese alternativa): a média dos conjuntos é diferente. De acordo com o nivel de
significancia («) adotado pode-se rejeitar ou nao a hipdtese nula (Crawley; 2014). Nas
Tabelas e sao apresentados as médias (1), o desvio padrao (SD), o p — value e a
informacao se a hipdtese nula foi rejeitada. Pode-se observar, usando uma significancia
(a) igual a 0,01, , que para maioria das instancias nao se pode rejeitar H,, indicando que

o resultado médio é estatisticamente igual.

Ja na Figura [4.3| é apresentado um comparativo do hipervolume para o periodo de
junho de 2022 e na Figura para o periodo de julho de 2022. Em ambos os periodos
analisados observa-se que a qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume
obtidas pelo NSGA-II e pelo SPEA2 sao muito préximas, nao apresentando superiori-

dade aparente de nenhum dos algoritmos.

Embora nao se possa afirmar que estatisticamente nao haja diferenga no hipervolume
dos algoritmos em todas as instancias de testes, ao observar as fronteiras Pareto no
perfodo de junho de 2022 na Figura [£.5] e do perfodo de julho de 2022 e na Figura
pode-se verificar visualmente que as fronteiras Pareto sao muito proximas para os
dois algoritmos utilizados. Entretanto, como visto anteriormente, o tempo médio de
execucao do NSGA-II tende a ser inferior ao SPEA2 e, portanto, nas proximas segoes,

serao utilizados somente os resultados obtidos pelo NSGA-IIL

Com o intuito de analisar o impacto dos custos de transacao e de cada restricao
individualmente, a anélise serd dividida em trés partes, sendo na primeira um estudo do
impacto dos custos e transacao, seguido do estudo do impacto da restricao de cardinali-
dade mantendo fixa a restricao de fronteira e, por fim, o estudo do impacto da restricao

de fronteira, mantendo-se fixa a restricao de cardinalidade.
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Tabela 4.4: Comparativo dos hipervolumes obtidos com NSGA-II e SPEA2

,
(Perfodo: Junho/2022)
NSGA-II SPEA2
Instancia K A Custo p-value rejeita Hy
7 SD ® SD
1 10 | 10% Nio 2,87x10 7 | 4,81x10°° | 2,91x10° 7 | 4,14x10 > | 5,23x10 1 Nio
2 10 | 30% Nao 3,51x10 © | 5,98x10 ° | 3,47x10 * | 4,86x10 ° | 597x10 ! Nio
3 10 | 50% Nio 4,22x10 | 7,58 x10 ° | 4,00x10 " | 8,18x 10 ° | 4,76 x 10 2 Nao
4 20 | 10% Nio 6,21x10 ° | 1,54x10 ° | 5,93x10 ° | 1,66x10 ° | 2,21x 10 © N&o
5 20 | 30% N&o 7,37x10 ° | 1,00%x10 ° | 6,81 x10 ° | 1,48x10 ° | 2,60x 10 ° Sim
6 20 | 50% N&o 9,83x10 ° | 1,60x10 ° | 8,69x10 ° | 2,03x10 ° | 2,03x10 ° Sim
7 30 | 10% Nao 3,40 10 ° | 1,60x10 ° | 3,53x10 ° | 1,40x10 > | 4,94x 10 © Nio
8 30 | 30% Nio 3,39x10°° | 1,18x10°° | 3,43x10°° | 1,20x10 ° | 7,83 x 10 * Niao
9 30 | 50% Nao 4,10x10°° | 1,66x10 ° | 3,87x10 ° | 1,44x10 ° | 2,99x 10 © Nio
10 10 | 10% Sim 3,00 10 F | 4,00%x10 ° | 2,90x10 * | 4,40x10 ° | 8,74x 10 2 Nao
11 10 | 30% Sim 3,53x10 F | 5,95%x10 ° | 3,31x10 * | 5,65x10 ° | 9,76 x 10 ° Sim
12 10 | 50% Sim 4,26x10 T | 7,48%x10 ° | 4,03x10 T | 6,77x 10 ° | 2,15x 10 2 Nao
13 20 | 10% Sim 5,99 x10 ° | 1,16 x10 ° | 6,00x10 ° | 1,41x10 ° | 9,16 x 10 * Nao
14 20 | 30% Sim 7,33x10°° | 1,56x10°° | 6,75x10°° | 1,50x10"° | 7,75x 10 > Sim
15 20 | 50% Sim 9,74%x 10 ° | 1,76 x10 " | 897x10 " | 1,96x10 ° | 4,35x 10 > Sim
16 30 | 10% Sim 3,72x10 ° | 1,63x10 ° | 3,40x10 ° | 1,20x10 ° | 1,14x 10 © Nao
17 30 | 30% Sim 3,79x 10 ° | 1,45 x 10 3,25x10 ° | 1,15x10 ° | 4,50x 10 ° Sim
18 30 | 50% Sim 4,06x10 0 | 1,40x10 ° | 3,88x10 ° | 1,41x10 ° | 3,82x10 ! N&o

Tabela 4.5: Comparativo dos hipervolumes
(Periodo: Julho/2022)

obtidos com NSGA-II e SPEA2

NSGA-II SPEA2
Instancia K A Custo p-value rejeita Hy
n SD o SD
1 10 | 10% Nao 3,45x 10 © | 6,20x 10 ° | 3,47x10 * | 6,44x10 ° | 7,82x 10 " Nio
2 10 | 30% Nio 3,88%x10 © | 6,49x10 ° | 3,65x10 * | 7,09%x10 ° | 1,84x 10 2 N&o
3 10 | 50% Nao 4,39%x10 T | 6,67x10 4,02x10 % | 7,22x10°° | 2,24x10 % Sim
4 20 | 10% Nao 7,30x10°° | 1,87x10 ° | 7,01x10 > | 1,83 x10 ° | 2,72x 10 1 N&o
5 20 | 30% Nio 9,24x10 ° | 2,18x10 ° | 8,81x10 ° | 2,36x10 ° | 1,81 x10 " Nao
6 20 | 50% Nio 1,14x10 7 | 2,03x10°° | 1,05x10 T | 2,26x10 ° | 1,39x10 ° Sim
7 30 | 10% Nao 4,43x10°° | 1,36 x 10 4,42x10°° | 1,22x10 ° | 9,67x10 1 Nio
8 30 | 30% Nio 5,03x10 ° | 1,36x10 ° | 4,70x 10 ° | 1,32x10 ° | 7,74x 10 2 Nao
9 30 | 50% Nao 5,40 10 ° | 1,72x 10" 4,75x10 0 | 1,52x10 ° | 5,15x 10 ° Sim
10 10 | 10% Sim 3,56 x10 T | 6,12x10 ° | 3,39x10 © | 6,86x10 ° | 6,48 x 10 2 N&o
11 10 | 30% Sim 3,80x10 T | 6,40x10 ° | 3,69x10 T | 5,83x10 ° | 1,84x 10 1 Nao
12 10 | 50% Sim 4,43x10 7 | 7,41x10°° | 3,93x10 © | 6,77x10 ° | 1,42x10 0 Sim
13 20 | 10% Sim 7,79% 10 ° | 1,96x10 ° | 7,07x10 0 | 1,94x10 ° | 9,97x 10 > Sim
14 20 | 30% Sim 9,43%x 10 ° | 2,06x10 ° | 8,49x10 ° | 1,91x10 ° | 1,04x10 > Sim
15 20 | 50% Sim 1,13x10 © | 2,27x10° 7 | 1,06x10 * | 2,14x10 " | 2,84x 10 > N&o
16 30 | 10% Sim 4,71x10 0 | 1,44x10 ° | 4,62x10 ° | 1,43x10 ° | 6,68 x 10 ! Nao
17 30 | 30% Sim 4,98x10 7 | 1,22x10 ° | 4,58x10 ° | 1,36x10 ° | 2,84x10 2 Nao
18 30 | 50% Sim 5,35x10 ° | 1,58x10 ° | 5,04x10 ° | 1,52x10 > | 1,58 x 10 © Néo




56 Resultados

Tabela 4.6: Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e conside-
rando custos de transagao (Periodo: Junho/2022)

Instancia K A Sem custos Com custos p-value rejeita Hy
I SD I SD
—I -5 =1 =5 =2 ~
1 10 | 10% | 2,87x 10 4,81 x 10 3,00 x 10 4,09 x 10 3,12 x 10 Nio
2 10 | 30% | 3,51x10 = | 5,98x10 " | 3,563x10 = | 5,95x10 ° | 8 19x 10 © Nao
3 10 | 50% | 4,22x10 * | 7,58 x 10 ° | 4,26x10 * | 7,48x10 ° | 6,79 x 10 © Nao
4 20 | 10% | 6,21x10 ° | 1,54x10 ° | 5,99x10 ° | 1,16x10 ° | 2,43x 10 ! Nao
5 20 | 50% | 7,37x10 ° | 1,09x10 ° | 7,33x10 ° | 1,56x10 ° | 8,50x 10 ! Nao
6 20 | 30% | 9,83x10 ° | 1,60x10 ° | 9,74x10 ° | 1,76x10 > | 7,02x 10 " Nao
7 30 | 10% | 3,40x10°° | 1,60x10 " | 3,72x10 ° | 1,63x10 ° | 1,17x 10 " Nio
8 30 | 30% | 3,39x10°° | 1,18x10 ° | 3,79x 10 ° | 1,45x10 ° | 3,45 x 10 2 Nio
9 30 | 50% | 4,10x10° ° | 1,66x10 ° | 4,06x10 ° | 1,40x10 ° | 8,62x 10 © Nao

Tabela 4.7: Comparativo dos hipervolumes obtidos desconsiderando e conside-
rando custos de transacao (Perfodo: Julho/2022)

Instancia K A Sem custos Com custos p-value rejeita Hy
7 SD I SD
1 10 | 10% | 3,45x10 * | 6,29x10 " | 3,56x10 = | 6,12x10 ° | 1,77x 10 © Nao
2 10 | 30% | 3,88x10 * | 6,49%x10 ° | 3,80x10 * | 6,40x 10 ° | 4,13x 10 © Nao
3 10 | 50% | 4,39x10 T | 6,67x10 ° | 4,43x10 * | 7,41x10 ° | 6,58 x 10 © Nao
4 20 | 10% | 7,30x10 ° | 1,87x10 ° | 7,79%x10 ° | 1,96x10 ° | 7,04x 10 2 Nao
5 20 | 50% | 9,24x10 ° | 2,18x10 ° | 9,43x10 ° | 2,05x10 ° | 5,41x 10 © Néo
6 20 | 30% | 1,14x10 % | 2,03x10°° | 1,13x10 * | 2,27x10°° | 6,45x 10 © Nao
7 30 | 10% | 4,43x10° ° | 1,36x10 ° | 4,71x10 ° | 1,44x10 ° | 1,55 x 10 © Nio
8 30 | 30% | 5,03x10 ° | 1,36x10 ° | 4,98x10 ° | 1,22x10 ° | 7,76 x 10 © Nao
9 30 | 50% | 5,40x10 ° | 1,72x10 ° | 5,35x10 ° | 1,58 x10 ° | 8,36 x 10 | N&o

4.3.1 Analise dos custos de transacao

Na Figura[4.7sao apresentados os comparativos dos tempos de execugao para as instancias
de testes nos dois periodos analisados. Observa-se que para todas instancias ocorre um
aumento no tempo de execucao quando os custos de transacao e tributacao sao consi-
derados e como nao ha sobreposicao das caixas do boxblot pode-se afirmar que eles sao
estatisticamente diferentes. Esse aumento é explicado pelo fato de que a complexidade
do algoritmo cresce muito ao incorporar os custos de transacao, impactando diretamente

no tempo de execucao do algoritmo.

Nas Tabelas[4.6]e[4.7]sdo apresentados os testes T-Student comparando o hipervolume
das instancias sem e com os custos de transacao. Pelos resultados de testes, verifica-se
que para os valores de K e \ analisados, nao ha diferenca entre os hipervolumes medidos,

mostrando que o custos de transacao nao impactaram na qualidade das solugoes obtidas.

Ja na Figura[4.§ sao apresentadas a dispersao dos hipervolumes das fronteiras Pareto
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obtidas nos periodos de testes. E interessante observar que os hipervolumes sao bastante
préximos em todas as instancias observadas, evidenciando que os custos de transag¢ao nao
impactaram significante na qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume.
Isso pode ser explicado pelo fato de que, nesse trabalho, o custo de transacao afeta
somente o retorno do portfélio e nao o risco. Aliado a isso, tem-se que o modelo de
custos utiliza um custo fixo de transacao de R$10,00 (dez reais) e o capital total do
portfélio das instancias de teste é de R$50.000,00 (cinquenta mil reais), ou seja, cada
operacao de compra ou venda tem o custo de 0,02% do capital total, fazendo que seu
impacto na qualidade da fronteira Pareto seja pouco significativo. Destaca-se também
que o impacto dos custos foram medidos em cada instante tempo de forma independente
0 que minimiza o impacto do mesmo, sendo interessante em trabalhos futuros buscar

entender seu impacto cumulativo apds sucessivas rodadas de testes.

Nas Figuras e sao mostrados comparativos das fronteiras Pareto dos mo-
delos que ignoram os custos de transacgao com os modelos que consideram os custos de
transacao. Observa-se que as fronteiras obtidas se sobrepoem em todas as instancias
observadas. Isso ajuda a confirmar que os custos de transagao trazem pouco impacto na

fronteira Pareto obtida.

4.3.2 Analise da restricao de cardinalidade

Na Figura 4.11| sao apresentadas as dispersoes do tempo de execucao das instancias
de teste para os dois intervalos de tempo analisados, comparando o tempo utilizando-
se valores do coeficiente de dilatacdo de fronteiras (\) fixos. Numa primeira andlise,
observa-se que, independente do valor A utilizado nos testes e aumentando-se a cardina-
lidade, tende-se a aumentar o tempo de execucao. Esse aumento no tempo de execucao
pode estar associado ao fato de que ao aumentar o niimero de ativos selecionados, traz-se
uma maior flexibilidade ao modelo de otimizagao, mas acaba implicando em um maior

consumo computacional.

Para tentar entender se ocorre uma variacao estatistica dos resultados obtidos a
medida que se varia a cardinalidade foi utilizado o teste ANOVA. De maneira geral
esse teste compara trés ou mais grupos independentes buscando responder se ha ou nao
diferenca nas médias dos conjuntos observados. Para isso, sao elaboradas duas hipéteses,
sobre os conjuntos observados - H (ou hipdtese nula): a média dos conjuntos é igual; H,
(ou hipdtese alternativa): a média dos conjuntos é diferentes. Para realizar esse teste de

hipéteses, o teste ANOVA retorna dois valores, sendo eles: valor F' que informa o quanto
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Tabela 4.8: Comparativo dos tempos de execucgao e hipervolumes com coefici-
ente de dilatagao das fronteiras () fixo (Perfodo: Junho/2022)

N Custos Tempo Hipervolume
F p-value rejeita Hy F p-value rejeita Hy
10% Nio 745,89 4,12x 10 22 Sim 1042,58 | 2,57 x 10 00 Sim
30% Nio 609,61 4,80 x 10 F Sim 1132,30 | 1,64 x 10 103 Sim
50% Nio 4034,60 | 2,90 x 10 170 Sim 1194,20 | 2,95 x 10 100 Sim
10% Sim 1219,31 | 2,45 x 10 107 Sim 1034,21 | 6,55 x 10 20 Sim
30% Sim 2668,21 | 9,71 x 10 T Sim 1061,84 | 3,07 x 10 100 Sim
50% Sim 2634,36 | 5,38 x 10 100 Sim 1201,09 | 1,49 x 10 100 Sim

as médias variam entre si e um valor p — value que indica a probabilidade da diferenca
ter ocorrido por acaso. Assim para valores de p — value menores que uma significancia
(cv) pré-estabelecida pode-se rejeitar H e concluir que a média dos grupos é diferente
(Crawley; [2014)).

Nas Tabelas 4.8 e [4.9 sdo mostrados os resultados do teste ANOVA considerando os
valores de coeficiente de dilatacao de fronteiras (\) fixos para os dois periodos de tempo
utilizados nos testes. Pode-se observar que para todas as instancias o valor de p — value
foi menor que o grau de significancia («) igual a 0,01 adotado nesse trabalho. Assim
podemos afirmar que ao variar a cardinalidade (K), fez com tanto a média de tempo de

execucao quanto a média do hipervolume, fossem estatisticamente diferentes.

Apesar de se observar um aumento no tempo de execucao com um aumento da
cardinalidade, a qualidade da fronteira Pareto medida pelo hipervolume nao tende a
aumentar com o aumento da cardinalidade. Embora nao siga um comportamento linear,
na Figura observa-se que, aumentando-se a cardinalidade, a qualidade da fronteira
tende a diminuir. E interessante observar que para todos valores de A observados o valor
de K igual a 10 tendeu a apresentar fronteiras Pareto de melhor qualidade que os demais
valores. Com isso, pode-se concluir que nos modelos de otimizacao de portfélio é preciso
encontrar um equilibrio entre valores de K baixos que trazem uma melhor eficiéncia em
relagao ao tempo de execugao, mas restringem a diversificacao do risco entre os ativos,
e valores de K muito altos que, além de aumentar o tempo de execucao, tendem a fazer

com que a qualidade das solucoes obtidas diminua.

Embora nesse trabalho tenham sido utilizados valores fixos de cardinalidade, uma
abordagem alternativa da analise da cardinalidade é apresentada por Ferreira and Car-
doso| (2021)). Nesse trabalho, os autores usam a cardinalidade varidvel como uma funcéo

objetivo a ser otimizada, como resultado é observado que determinados valores de car-
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Tabela 4.9: Comparativo dos tempos de execucgao e hipervolumes com coefici-
ente de dilatagao das fronteiras () fixo (Perfodo: Julho/2022)

N Custos Tempo Hipervolume
F p-value rejeita Hy F p-value rejeita Hy
10% Nio 316,22 | 1,01x 10 + Sim 938,18 4,58 x 10 % Sim
30% Nio 270,39 | 1,09 x 10 =0 Sim 1090,20 | 1,41 x 10 0% Sim
50% N3o 85,03 | 5,54x10 1 Sim 1315,60 | 2,54 x 10 11T Sim
10% Sim 753,93 | 1,31x 10 °° Sim 978,35 3,89 x 10 0 Sim
30% Sim 277,64 | 1,65x 10 12 Sim 1131,31 | 1,81 x 10 105 Sim
50% Sim 460,93 | 1,90 x 10 02 Sim 122558 | 1,32x10 107 Sim

Tabela 4.10: Comparativo dos tempos de execucao e hipervolumes com cardi-
nalidade (K) fixa (Periodo: Junho/2022)

K Custos Tempo Hipervolume
F p-value rejeita Hy F p-value rejeita Hg

10 Néo 89,48 9,70 x 10 10 Sim 23432 | 1,39 x 10 >0 Sim
20 Nao 32,94 2,33 x 10 Sim 305,42 | 1,43 x10 27 Sim
30 Nio 51,69 5,26 x 10 12 Sim 12,96 3,72x 10 Sim
10 Sim 3,80x10 T | 9,84x10 © Nao 217,40 | 2,50 x 10 ' Sim
20 Sim 13,71 2,53 x 10 © Sim 205,83 | 1,57 x 10 2° Sim
30 Sim 7,50 6,54 %10 > Sim 2,60 1,08 x 10 © Nao

dinalidade trazem melhores solucgoes, reforcando que ela impacta de fato na qualidade

das solucoes obtidas.

Por fim, nas Figuras e sao apresentadas as fronteiras Pareto resultantes das
100 execugoes de cada instancia de teste, sendo os resultados apresentados agrupados
pelo valor de A. Pode-se observar que as fronteiras Pareto para valores de K menores
tendem a dominar as solugoes obtidas por valores maiores de K. Entretanto, observa-se
que para valores maiores de K essa fronteira tende a apresentar uma cobertura mais

limitada do espaco de solugoes.

4.3.3 Analise da restricao de fronteira

Ao analisar os graficos apresentados na Figura observa-se que nao é possivel se
estabelecer uma relacao direta entre o tempo de execucao e o valor de coeficiente de
dilatagao (\) para os diferentes valores de K analisados neste trabalho. Dessa forma,
entende-se que o valor de A nao impacta de maneira significativa na eficiéncia do modelo

de otimizacao de portfolios.

Nos graficos da Figura [4.16| sao apresentados os hipervolumes agrupados pela cardi-
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Tabela 4.11: Comparativo dos tempos de execugao e hipervolumes com cardi-

nalidade (K) fixa (Periodo: Julho/2022)

K Custos Tempo Hipervolume
F p-value rejeita Hy F p-value rejeita Hy

10 Nio 3,89 4,94 x 10 2 Sim 104,98 | 2,65 x 10 21 Sim
20 N3o 1,73 1,90 x 10 1 N3o 207,32 | 4,82x10 °2 Sim
30 Nao 6,84 9,36 x 10 ° Sim 21,14 6,00 x 10 © Sim
10 Sim 3,79%x10 © | 5,39x10 © Nao 80,91 | 2,82x10 17 Sim
20 Sim 1,36 2,44 x 10 T Nio 139,13 | 1,31x 10 20 Sim
30 Sim 15,90 8,40 x 10 ° Sim 10,03 | 1,70x10 ° Sim

nalidade. E interessante observar que valores maiores de A tendem a permitir melhores
solugoes. Esse comportamento pode ser explicado pelo fato de que maiores valores de A
permitem uma maior flexibilidade nos valores atribuidos a alocacao de capital em cada
ativo do portfélio, tornando o modelo de otimizacao menos restrito pela relaxagao dos

valores de alocagao.

De maneira similar ao apresentado na andlise da restrigdo de cardinalidade (Secao
utilizou-se o teste ANOVA para tentar entender se ocorre uma variacao estatistica
dos resultados obtidos a medida que se varia o coeficiente de dilatacao das fronteiras
(A). Nas Tabelas e pode-se observar que embora para maioria das instancias
a variacao de A fez com que houvesse uma diferenca estatistica nas médias do tempo de
execucao e hipervolume, em algumas instancias nao houve essa diferenciacao. Podemos
concluir assim, que ao alterar o valor de A nao impacta necessariamente no tempo de
execucao e hipervolume, mas pelos testes realizados existe uma grande tendéncia de que

ocorra algum impacto com a variacao de \.

Na Figuras e sao apresentadas as fronteiras Pareto obtidas a partir das
100 execucgoes de cada instancia de teste para os periodos analisados. Esses graficos
evidenciam que valores de A maiores tendem a trazer uma maior qualidade a fronteira
Pareto que se torna mais evidente com valores mais altos de K. Esse comportamento
pode ser explicado, pois aumentando-se o valor de A e de K o modelo tende a se tornar

um pouco mais flexivel, permitindo obter um conjunto de solu¢oes de melhor qualidade.

4.4 Conclusao

Nesse capitulo foram especificadas as configuragoes utilizadas na instancias de teste, bem

como os resultados obtidos da execucao dessas instancias. Além disso, foi apresentada
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uma comparacao dos algoritmos NSGA-II e SPEA2 analisando o tempo de execugao e a
qualidade das fronteiras Pareto medidas pelo hipervolume. Por fim, foi feito um estudo
dos resultados de forma a tentar identificar o impacto de cada restricao individualmente

no modelo de otimizagao de portfolios.

Na comparacao dos algoritmos NSGA-II e SPEA2 observa-se que embora estes apre-
sentem fronteiras Pareto muito préximas (Figuras e o tempo de execucao do
SPEA2 se mostrou muito maior do que do NSGA-II (Figuras e[t.2). Com isso,

optou-se por utilizar somente o NSGA-II nas demais andlises.

Para os custos de transacao e tributagao observa-se que, embora ocorra um grande
aumento no tempo de execucao do algoritmo (Figura , o impacto na qualidade das
solugdes nao é significativo (Figura . Isso pode ser explicado pelo fato de que, ao se
considerar os custos de transacao, se traz uma maior complexidade ao algoritmo, o que
implica no aumento do tempo de execucao. Entretanto, pelo fato do modelo de custos
adotado utilizar um custo de transacao fixo baixo que corresponde a 0,02% do capital

total, esse custo impacta de maneira pouco significativa nas fronteiras obtidas.

Pela verificacao dos resultados, observa-se que a restricao de cardinalidade traz ao
modelo de otimizacao de portfélios um impacto mais significativo que a restricao de
fronteira, tanto em relacao ao tempo de execucao quanto na qualidade das fronteiras

Pareto medidas através do hipervolume.

De maneira geral, pode-se concluir que aumentando-se o valor do coeficiente de di-
latacdo das fronteiras (), observa-se um aumento na qualidade das fronteiras Pareto
obtidas. No entanto, observa-se que esse aumento aparece de maneira mais evidente nos

modelos com valores de cardinalidade maiores.



62

Resultados

K=10-A=10 K=20-A=10 K=30-A=10
1074y 10 Al Al
igoritmo goritmo goritmo
= NSGA-I b ] = NSGA-lI = = NSGA-lI %
[0 SPEA2 1 SPEA2 1 SPEA2
6x 10! 6x 10! 6x 10! %
g ==
(=}
°
H
2 =
Q
£ 4x10t f—
1
g 4x10 4x10
£
Q
s
3x10t
3x 10!
3x 10
w %
2x 10!
Néao Sim Nao Sim Nao Sim
K=10-A=30 K=20-A=30 K=30-A=30
Algoritmo Algoritmo Algoritmo
= NSGA-II == 102 { E=E NSGA-II , | == NSGA-Il
[ SPEA2 [ SPEA2 10°1 = spea2
exet % %
— %101
g 6x10 6x 10!
°
c
2 ==
v e =t
o
a 1
g 4x10 4x10!
Q
s
3x 10!
1
3x10 3x10t
2x10! 1 %
E 2x10 2x 10t
Néo Sim Néo Sim Néo Sim
K=10-A=50 K=20-A=50 K=30-A=50
102 4
1024 Algoritmo Algoritmo Algoritmo
0 NSGA-I % 102 { EEE NSGA-I = NSGA-lI
1 SPEA2 [ SPEA2 [ SPEA2
6x10*
= 6x 10! 6x 10!
[=}
g o
c
=1
3 =
b}
5 4x10! ———
£ 4x10!
i 4x10!
3x 10!
3x10!
3x 10!
2x10t
Néo Sim Néo Sim Néo Sim
Custos Custos Custos
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Figura 4.5: Fronteiras Pareto NSGA-II x SPEA2 (Periodo: Junho/2022)
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Figura 4.6: Fronteiras Pareto NSGA-I1I x SPEA2 (Periodo: Julho/2022)
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Figura 4.8: Comparativo do hipervolume considerando os custos de transagao



Resultados

K=10-A=10 K=20-A=10 K=30-A=10
/ a— - o °
0.0150 0010 0.004
0.0125 0.008 0.002
o
1
£ 0.0100 0.006 0.000
£ 0.0075 _
< 0.0050 0.004 0.002
0002 ~0.004
0.0025 @ Sem custos : ® Semcustos | _o 00 @ Sem custos
0.0000 / ® Com custos 0.000{ @ @ Com custos : @ Com custos
0.045 0.050 0.055 0.060 0.065 0.070 0.075 0054 0.056 0058 0060 0,062 0.064 0.066 0.058 0.060 0.062 0.064 0.066 0.068 0.070
K=10-A=30 K=30-A=30
0.012 0.006 L o
0015 0010 0.004
o 0.008 0.002
€ 0.010 0.000
S 0.006
& -ooo2 | o8
0.004
0.005 -0.004
@ Sem custos 0.002 e Semcustos | —-0.006 r @ Sem custos
0.000
@ Com custos 0.000 . @ Com custos —0.008 @ Com custos
0.045 0.050 0.055 0.060 0.065 0.070 0.075 0.052 0.054 0.056 0.058 0,060 0.062 0.064 0.066 0.068 0.058 0.060 0.062 0.064_ 0.066 0.068
K=10-A=50 K=30-A=50
0.012 v &
0.006
0015
0010 0.004
2 0.010 0.008 0.002
s
@ 0.006 0.000
= 0.005
0.004 ~0.002
0.000 @ Sem custos 0.002 # Sem custos ~0.004 # Sem custos
@ Com custos @ Com custos @ Com custos
0.045 0.050 0.055 0.060 0.065 0.070 0.075 0.080 0.05250.05500.05750.06000.06250.06500.06750.0700 0.056 0.058 0.060 0.062 0.064 0.066 0.068
Risco Risco Risco
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transagao (Periodo: Julho/2022)
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Esse capitulo apresenta as conclusoes obtidas a partir da pesquisa realizada durante o
mestrado e traz apontamentos de trabalhos futuros. Inicialmente sao feitas algumas
consideracoes sobre os modelos de otimizagao apresentados na literatura, bem como
uma discussao da aplicabilidade pratica desses modelos. Em seguida, ¢ discutida a
abordagem utilizada nesse trabalho para implementacao do modelo de otimizacao de

portfélios, apresentando-se, finalmente, as propostas de trabalhos futuros.

5.1 Conclusoes

Observa-se na literatura um grande esforco para se obter melhores modelos de men-
suracao de risco, bem como inclusao de restrigoes com o objetivo de tornar os modelos
mais realisticos. Sabe-se, entretanto, que a utilizacao de modelos de mensuracao de risco
mais complexos e a adicao de um conjunto maior de restricoes aumentam a complexidade
computacional, fazendo com que seja necessario entender o impacto de cada restrigao, a
fim de se encontrar um equilibrio entre o tempo de execucao aceitavel e um modelo que

possa ser aplicado de forma mais realistica pelos investidores.

Dada a complexidade computacional e caracteristicas dos modelos de otimizacao de
portfélios, observa-se na literatura a utilizacdo de Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo,
sendo os mais comuns o NSGA-II e o SPEA2. Nesse trabalho, foram utilizados os dois
algoritmos e foi observado que embora a qualidade das solugoes Pareto sejam muito
proximas, o tempo de execugao do NSGA-II foi muito menor do que do SPEA2 em

todas instancias de teste, indicando uma superioridade do primeiro sobre o segundo.

73



74 Consideragoes Finais

Ao analisar os custos de transacao e tributacao apresentados nesse trabalho, verifica-
se nas instancias de teste estudadas que, embora tais custos tragam ao modelo uma
grande complexidade computacional impactando no tempo de execucao do algoritmo,
o efeito dos custos na qualidade da fronteira Pareto é pouco significativo. Como nas
instancias foi utilizado um modelo simplificado de custo fixo por operacao que equivale
a 0,02% do capital total, associado a uma tributacao de 15% sobre um possivel lucro,
houve pouco impacto na qualidade das fronteiras Pareto, concluindo-se que, com valores
de custos muito baixos em relagao ao capital total, o impacto dos custos tende a ser

pouco significativo.

Analisando as restricoes de cardinalidade e de fronteira, observa-se que enquanto a
restricao de cardinalidade impacta tanto o tempo de execucao quanto a qualidade do
conjunto de solucoes obtidas, a alteracao dos parametros da restricao de fronteira traz

pouco impacto ao modelo se comparado ao primeiro.

Observa-se que as restrigoes utilizadas nesse trabalho nao conseguem trazer ainda um
alto grau de aplicabilidade pratica, pois desconsideram que os ativos sao negociados em
lotes inteiros. No entanto, acredita-se que controlando o nimero de ativos do portfélio
(K) e a quantidade de capital a ser alocada por ativo (Ib e ub) e, principalmente, com-
preendendo o impacto das restricoes no modelo de otimizacao de portfélios, seja um

passo importante para trazer uma aplicabilidade pratica ao modelo.

5.2 Trabalhos Futuros

O modelo desenvolvido nessa pesquisa apresenta algumas limitacoes, de forma que ha
ainda espaco para que novas restricoes sejam adicionadas, a fim de que os modelos se
tornem mais proximos de uma aplicagao pratica pelos investidores. Assim, as principais

sugestoes de trabalhos futuros sao:
1. Utilizar diferentes métricas de avaliacao de risco do portfélio, permitindo que se
se faca um estudo do tempo de execucao das diferentes metodologias.

2. Incluir a restricao de lotes inteiros, pois ao considerar que os ativos sao negociados
em lotes inteiros, as alocagoes de capital propostas pelo modelo de otimizacao

poderao ser realizadas de maneira mais eficiente.

3. Considerar diferentes valores de capital total para buscar entender se para um
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capital menor os custos de transacao trazem um impacto maior ao modelo de

otimizagao de portfolios.

4. Avaliar os custos de transacao e tributacao ao longo de série de otimizacoes suces-

sivas afim de se observar seu impacto no capital total no longo prazo.

5. Comparar diferentes formas de incorporar o cdlculo do custo de transacao e impos-
tos ao modelo, por exemplo, adicionando os custos como fungao objetivo adicional

a ser minimizada.
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