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RESUMO 

 

Os estudos sobre otimização de estruturas têm ganhado destaque na atualidade, a 

busca por consumir os recursos de forma mais consciente e eficaz incentivam o uso 

de tais técnicas em todos os campos de atuação, e não seria diferente na indústria da 

construção civil. Nesse sentido, o presente estudo tem por objetivo empregar técnicas 

de otimização computacional para determinar a máxima capacidade resistente das 

vigas alveolares de aço, para dois grupos de linhas de corte diferente, um gerando 

vigas com alvéolos em formato de hexágonos e outro gerando vigas alvéolos com 

formato de elipses, este segundo grupo contempla como caso particular as vigas com 

aberturas circulares. 

O estudo utiliza o programa de elementos finitos FEMOOP, elaborado em linguagem 

C++, e são implementados um elemento finito triangular de três nós, submetido a um 

estado plano de tensão, uma rotina para otimização da forma e uma rotina para 

detalhar a linha de corte ideal a partir do modelo encontrado. 

As rotinas implementadas são validadas a partir de modelos numéricos e 

experimentais encontrados na literatura, demonstrando que o programa desenvolvido 

encontra resultados consistentes. Alguns exemplos de vigas alveolares são 

otimizados e os resultados são apresentados, indicando que a forma dos alvéolos e 

tamanho dos montantes interfere significativamente na resistência do perfil expandido. 
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ABSTRACT 

Studies on the optimization of structures have gained prominence nowadays, the 

search to consume resources more consciously and effectively, encourage the use of 

such techniques in all fields of activity, and it would be no different in the civil 

construction industry. In this sense, the present study aims to employ computational 

optimization techniques to determine the maximum strength of hollow core steel 

beams, for two groups of different cut lines, one generating beams with hexagon-

shaped alveoli and the other generating hollow beams with ellipse format, this second 

group includes beams with circular openings as a particular case. 

The study uses the finite element program FEMOOP, developed in C++ language, and 

a three-node finite element, in plane stress state, and a routine for form optimization, 

and a routine to detail the ideal cutting line from of the model found. 

The implemented routines are validated from numerical and experimental models 

found in the literature, demonstrating that the developed program finds consistent 

results. Some examples of hollow beams are optimized and the results are presented, 

indicating that the shape of the hollow beams and the size of the mullions significantly 

interfere with the strength of the expanded profile..  
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1 INTRODUÇÃO 

 
1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 

As vigas com aberturas sequenciais ao longo do tempo ganharam cada vez mais 

espaço no mercado. Os perfis alveolares de aço podem ser obtidos a partir de perfis 

laminados tipo “I” ou “H”, onde são efetuados cortes em ziguezague ao longo da alma. 

As duas metades obtidas sofrem um deslocamento relativo, e são então soldadas 

entre si. Deste processo, obtém-se uma viga cerca de 50% mais alta, sem acréscimo 

de massa ao perfil. O perfil alveolar possui um maior momento de inercia e rigidez à 

flexão para a seção transversal, e, portanto, uma maior capacidade resistente à flexão. 

Além da eficiência e da economia de aço, as vigas alveolares também oferecem 

benefícios arquitetônicos, por permitir uma melhor interação com as instalações da 

edificação.  

Tradicionalmente, o dimensionamento de uma estrutura é realizado por meio de 

métodos iterativos, baseando-se em uma geometria inicial determinada pelo 

projetista, estudos com foco no desenvolvimento de formulações analíticas para o 

dimensionamento de vigas alveolares da aço foram desenvolvidos por Abreu (2010), 

Chung (2011), Verissimo (2012), Bezerra (2013) e Faria (2018). O processo de 

dimensionamento por meios de formulações analíticas pode se tornar longo e não 

garante que a melhor solução para o problema seja encontrada. Dessa forma, 

justifica-se a utilização de técnicas de otimização, juntamente com a programação 

computacional, para automatizar e encontrar a melhor solução para os problemas de 

dimensionamento estrutural. 

 

Neste trabalho é apresentada uma formulação computacional para determinar uma 

linha de corte em perfis I, de forma que a capacidade de carga desse perfil seja a 

máxima possível. Erdal (2011) define que existem dois tipos comuns de vigas de alma 

aberta, as vigas com aberturas hexagonais, chamadas de vigas casteladas e as vigas 

com aberturas circulares, as vigas celulares. Neste estudo foram utilizados os dois 

tipos de vigas alveolares. 
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Quatro dos cinco modelos de vigas alveolares utilizados comercialmente na 

atualidade são casos particulares dos formatos de linha de corte escolhidos, 

permitindo uma melhor validação do modelo numérico proposto. As vigas Celulares 

podem ser tratadas como um caso particular das vigas com aberturas em elipse, e as 

vigas com corte no padrão Peiner, Litzka e Anglo-saxão são casos particulares das 

vigas com aberturas em formato de hexágono.  

A capacidade de carga da viga é avaliada por meio de análise estrutural usando o 

método dos elementos finitos. Para isto é utilizado um elemento finito triangular plano 

de três nós, implementado considerando estado plano de tensões tanto para a análise 

linear como para a análise não linear do material. Uma vez definidos os parâmetros 

para as linhas de corte obtêm-se a viga alveolar que será analisada usando o método 

dos elementos finitos, para isso é necessário a discretização da viga alveolar em uma 

malha de elementos finitos triangulares de três nós. Uma rotina foi implementada 

neste trabalho, com a função de gerar uma malha de elementos finitos para diferentes 

parâmetros da linha de corte. 

 

1.2 OBJETIVOS 
 

Este trabalho apresenta como objetivo principal o estudo e investigação de técnicas 

para obtenção de modelos de linha de corte para desenvolvimento de vigas alveolares 

de aço por meio  da utilização de técnicas de otimização. 

Para alcançar o objetivo principal é possível identificar os seguintes objetivos 

específicos:  

 Implementação de um elemento finito triangular de três nós que será utilizado 

na análise em estado plano de tensão;  

 Implementação de uma rotina para a otimização de forma dentro do Programa 

de Elementos Finitos;  

 Implementação de uma rotina para detalhar a linha de corte ideal a partir do 

modelo encontrado. 
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Para as implementações foi escolhido o programa de Elementos Finitos FEMOOP, 

Finite Element Method Object Oriented Program, (Guimarães, 1992), elaborado em 

linguagem C++ e desenvolvido de maneira que novos elementos e algoritmos de 

análise sejam implementados sem a necessidade de conhecimento detalhado de sua 

estrutura, de acordo com os conceitos da programação orientada a objetos. 

 

1.3 JUSTIFICATIVA 
 

Com o crescente desenvolvimento de tecnologias e, com a automatização dos 

processos de corte e solda, as vigas alveolares de aço tornaram-se novamente uma 

alternativa construtiva que agrega ganho de resistência e redução do peso próprio da 

estrutura. Com isso, diversos estudos sobre o comportamento estrutural de vigas 

alveolares vêm sendo desenvolvidos, no entanto, a maior parte dos estudos utilizam 

um conjunto de linhas de corte previamente definido: as vigas celulares, com 

aberturas circulares, e as vigas casteladas, com aberturas hexagonais em três 

padrões previamente conhecidos, denominados padrões Peiner, Litzka e Anglo-

Saxão. 

Esse estudo surge da necessidade de avaliar se há outros padrões de linhas de corte 

que trazem um melhor desempenho estrutural, ou reafirmar a eficácia dos modelos 

clássicos já amplamente utilizados, uma vez que estes modelos são casos 

particulares das duas opções de geometria abordadas nesta pesquisa. Para isso, 

serão utilizadas técnicas de otimização para geração automatizada da forma da linha 

de corte, garantindo a simplificação do processo de concepção e possibilitando melhor 

entendimento do comportamento estrutural dos elementos. Além disso, a 

consideração do comportamento não linear do material permite um melhor 

aproveitamento da estrutura dimensionada. 

O elemento triangular de três nós para a análise numérica de estruturas em estado 

plano de tensões, foi escolhido por requerer uma discretização da estrutura bastante 

detalhada permitindo assim definir a geometria dos furos com maior refinamento. 
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1.4 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO  
 

Este trabalho é iniciado com uma breve introdução acerca da pesquisa, seguido de 

uma descrição dos objetivos e uma justificativa para a escolha do tema a ser 

pesquisado. A metodologia utilizada no desenvolvimento do trabalho é apresentada 

no capítulo Erro! Fonte de referência não encontrada.. 

No capítulo 2 é apresentada uma breve revisão bibliográfica sobre as vigas alveolares 

de aço, e otimização estruturas, apresentando trabalhos relevantes sobre ambos os 

temas.  

No capítulo 4 é desenvolvida a formulação do problema de otimização com a 

apresentação da função objetivo, definição das variáveis envolvidas no estudo, bem 

como as restrições as quais essas variáveis estão sujeitas. Ainda neste capítulo é 

apresentada a formulação analítica utilizada para avaliar a os modos de colapso 

relativos à flambagem lateral do montante da alma e flambagem lateral com torção. 

No capítulo 5 são explanados os principais conceitos acerca do método de otimização 

escolhida, o Método dos Algoritmos Genéticos, já apresentando como esses conceitos 

serão aplicados ao problema descrito no capítulo anterior. 

A formulação do elemento triangular linear é desenvolvida no capítulo 6.1 e a 

formulação do elemento triangular não linear é desenvolvida no capítulo 6.2. Estes 

elementos serão utilizados na otimização do problema proposto. 

No capítulo 7 é realizada a apresentação dos aspectos considerados para a geração 

da malha de elementos finitos a ser utilizada no problema de otimização. São definidas 

todas as variáveis necessárias e os algoritmos de criação da malha são apresentados. 

A validação do modelo computacional é realizada no capítulo 8, utilizando como 

referência os trabalhos realizados por Dias (2017) e Silveira (2011). Os modelos são 

simulados no programa desenvolvidos e os resultados obtidos são comparados. 
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O capítulo 9 concentra-se na apresentação de exemplos de problemas resolvidos 

utilizando as rotinas desenvolvidas.  É realizado um estudo para encontrar percentuais 

médios para elementos plastificados nas mesas e na alma para a análise linear. São 

resolvidos problemas considerando os alvéolos com aberturas hexagonais ou 

elípticas, considerando vigas simétricas, biapioadas e contínuas com carregamentos 

uniformemente distribuídos ou concentrados. É realizada uma comparação com os 

resultados obtidos em outros trabalhos. 

Por último, no capítulo 10 são discutidas as considerações finais acerca do trabalho 

realizado e são apresentadas as sugestões para trabalhos futuros. Por fim, são 

apresentadas as referências bibliográficas citadas no texto. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

Neste capitulo é apresentada uma revisão bibliográfica acerca das vigas alveolares 

de aço, apresentando os principais conceitos sobre este modelo de vigas bem como 

suas principais aplicações. Também é realizada uma breve revisão acerca dos 

conceitos e aplicações da otimização estrutural. 

 
2.1 VIGAS ALVEOLARES DE AÇO 
 

As vigas alveolares de aço, surgem como solução estrutural para vencer grandes vão 

ainda na década de 1920, estando diretamente ligada ao desenvolvimento das 

técnicas de solda elétrica. Um dos primeiros empreendimentos a utilizar tal técnica 

construtiva, na década de 1930, foi a fábrica Skoda, em Pilsner, na República Tcheca, 

a fim de utilizar as vigas em telhado com vãos de 12 metros em uma fábrica em 

Doudlevec (GRUNBAÜER, 2021). 

A patente das vigas alveolares foi requerida por Geoffrey Murray Boyd em 1937, sendo 

seu primeiro projeto desenvolvido em 1935, uma construção em Buenos Aires na 

Argentina. Devido à indisponibilidade de perfis com as dimensões necessárias, para 

aumentar a altura do perfil, Boyd teve a ideia de realizar um corte longitudinal na alma 

da viga, sobrepor as partes e uni-las por meio  de solda elétrica. Em 1939 a patente 

foi reconhecida, mas com a segunda guerra houve uma elevação significativa dos 

custos, inviabilizando a utilização destas vigas. Os direitos da patente foram cedidos 

para a United Steel Companies Limited, patente que expirou há muitos anos, 

permitindo a produção de vigas alveolares por qualquer fabricante de estruturas de 

aço (KNOWLES, 1991). 

Com o desenvolvimento de novas tecnologias, na década de 1970, foi possível o início 

da automatização do processo de fabricação das vigas alveolares de aço. Com a 

utilização de computadores houve aumento da qualidade e da rapidez de produção, 

permitindo que estas vigas fossem cada vez mais difundidas no mercado e permitindo 

o surgimento de vigas com aberturas circulares (GRUNBAUER, 2021).   
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Segundo Paiva (2009), as vigas casteladas eram amplamente utilizadas no Brasil 

durante a década de 1970. No mercado nacional eram produzidos apenas perfis 

laminados de abas inclinadas e, portanto, havia pouca disponibilidade de perfis com 

maiores alturas. Entretanto, com a chegada de perfis soldados no mercado nacional, 

as vigas alveolares entraram em desuso e, só voltaram ao mercado em 2002. Ano em 

que se iniciou a produção de perfis de abas paralelas pela Gerdau Açominas. 

No ano de 2000 Cimadevilla, em sua obra, realiza um desenvolvimento teórico acerca 

dos aspectos de cálculo, considerando esforços resistentes e deformações, trazendo 

equações consistentes para o dimensionamento de vigas alveolares de aço. 

Um estudo sobre a capacidade última de carregamento de vigas de aço celulares 

otimamente dimensionadas é desenvolvido por Erdal et al. (2011). Utilizando o método 

de dimensionamento da norma britânica BS 5920 (2000), neste estudo foram feitos 

ensaios em protótipos de vigas celulares variando as dimensões dos perfis de aço, 

adicionalmente utilizou-se o método de busca harmônica como procedimento de 

otimização. Para simular os resultados experimentais e investigar os modos não 

lineares de colapso como a flambagem do montante da alma e o mecanismo 

Vierendeel, foi utilizado o método de elementos finitos. 

Bezerra (2013) elaborou uma proposta de procedimento para a determinação do 

momento fletor resistente nominal de vigas casteladas, para o estado-limite último de 

flambagem lateral com torção. Para os casos em que as vigas possuem vínculo de 

garfo (empenamento livre e torção impedida) nas extremidades e estejam submetidas 

a momento uniforme, a carga uniformemente distribuída e a carga concentrada na 

seção central. 

Abreu (2010) estudou o momento fletor resistente à flambagem lateral com torção de 

vigas celulares, duplamente simétricas, biapoiadas, por meio  do método dos 

elementos finitos utilizando o programa ABAQUS/CAE versão 6.7, ano 2007. Foi 

considerada na análise numérica a não-linearidade do material, o efeito das tensões 

residuais e a não-linearidade geométrica do elemento estrutural. Os resultados da 

análise foram comparados com os momentos fletores resistentes encontrados para 

as vigas originais de alma cheia (perfil I laminado) e com os obtidos de vigas 
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hipotéticas de alma cheia de mesma altura das vigas celulares. Além disso, os 

resultados são comparados com os obtidos por um método de cálculo em que se usa 

o procedimento da ABNT NBR 8800:2008 para vigas de alma cheia em conjunto com 

a recomendação da British Standard BS 5950-1:2000. Este método consiste na 

aplicação das expressões de cálculo para vigas de perfil “I”, porém considerando as 

propriedades geométricas da seção transversal da viga celular no centro da abertura 

da alma. A precisão do método é validada e algumas considerações práticas para 

determinação do momento resistente da viga celular são apresentadas. 

Uma análise numérica foi realizada por Silveira (2011) buscando avaliar o 

comportamento de vigas alveolares de aço enfatizando os modos de colapso por 

plastificação. Os modelos numéricos deste trabalho foram elaborados considerando 

perfis brasileiros, e foram observados os modos de colapso e o carregamento último. 

Nesse estudo os resultados da análise numérica permitiram a identificação de 

situações onde foi possível modificar algumas expressões de cálculo ou propor novas 

expressões para a verificação do desempenho estrutural de vigas casteladas e 

celulares. 

Oliveira (2012) estabeleceu em seu trabalho critérios e procedimentos para o pré-

dimensionamento de vigas alveolares de aço, apresentando uma série de exemplos 

de aplicação dos critérios e procedimentos propostos, para diversas situações 

possíveis nas estruturas de edificações estruturadas em aço. 

Um estudo analítico-numérico generalizado é idealizado por Veríssimo (2012), 

objetivando reavaliar o comportamento de vigas alveolares com variadas geometrias, 

incluindo as obtidas a partir dos perfis I laminados produzidos no Brasil a partir de 

2002, e propor um procedimento para dimensionamento dessas vigas. 

Sonck e Belis (2015) analisaram o comportamento das vigas celulares de aço em 

relação à flambagem lateral com torção, foi utilizado um modelo numérico validado 

com base em resultados experimentais, levando em consideração o efeito do estresse 

residual. Utilizando os resultados do estudo paramétrico, propôs-se uma abordagem 

de projeto preliminar. 
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Moura (2016) traz em seu estudo uma avaliação do momento fletor resistente à 

flambagem lateral com torção de vigas casteladas do tipo Litzka reforçadas 

longitudinalmente, analisando-as com o método dos elementos finitos com o programa 

ABAQUS. Em seu estudo, observou-se o aumento da capacidade resistente por meio  

da utilização de reforços, quando comparado com o perfil da série W original. Também 

foi realizada uma análise simplificada de viabilidade dos reforços, comparando as 

resistências obtidas com o uso dos perfis reforçados e perfis laminados de 

aproximadamente mesmo peso. 

Dias (2017) aborda em seu estudo uma modelagem por elementos finitos com análise 

não linear física e geométrica, com vistas a investigação do comportamento estrutural 

quanto a resistência da seção transversal e rigidez visando-se a redução de custos 

de fabricação pela eliminação da soldagem de chapas de reforço na região da 

abertura. 

Rocha (2017) apresenta em seu estudo a otimização topológica procedendo com a 

remoção de material criando furos nas almas das vigas objetivando encontrar uma 

nova forma para os furos utilizando o programa ABAQUS, obtendo em seu estudo um 

modelo com bom comportamento estrutural quando comparada a vigas celulares. 

Faria (2018), levando em consideração que ainda não há um método de cálculo 

consolidada do momento resistente à flambagem lateral com torção para as vigas 

alveolares, apresenta uma investigação para o tema. O estudo utiliza método dos 

elementos finitos para modelagem de situações já desenvolvidas experimentalmente 

em outros trabalhos e compara os resultados aos modelos numéricos e experimentais 

disponíveis na literatura. Concluindo em seu estudo que o modelo numérico proposto 

pode ser utilizado como ferramenta para a determinação de uma formulação analítica 

do momento fletor resistente à flambagem lateral com torção de vigas alveolares para 

uma gama de geometrias usuais. 

Silva et al (2019) estuda o comportamento termomecânico em vigas alveolares para 

diferentes geometrias, variando o diâmetro de furo, o espaçamento entre furos e a 

altura final do perfil tendo como objetivo avaliar a influência dos parâmetros 

geométricos na resistência das vigas, a carga de colapso para diferentes 



 

10 

 

temperaturas, identificar os modos de instabilidade mais ocorrentes, analisando 

especialmente as encurvaduras lateral torsional e do montante da alma, além de 

investigar qual o efeito das tensões residuais no momento de colapso. Concluindo que 

para a situação de seu estudo, os modos de colapso das vigas alveolares estão mais 

relacionados ao comprimento da viga do que aos parâmetros geométricos das 

aberturas. 

Alves e Lubke (2019) apresentam uma proposta de formulação numérica e propõem 

um sistema para o dimensionamento otimizado de vigas alveolares de aço, 

desenvolvido em plataforma MATLAB. Uma análise comparativa é realizada para 

mostrar as diferentes soluções para os diferentes padrões de vigas alveolares 

amplamente utilizados, visando apontar a melhor solução apresenta-se também uma 

análise nos modos de colapso preponderantes para os problemas analisados. Os 

resultados apontam que uma solução melhor pode ser obtida quando as técnicas de 

otimização são aplicadas para o problema. 

Kloos e Walls (2019) estudam o comportamento de módulos pré-fabricados 

compostos de vigas celulares de aço envolto em um sistema de pavimentação em 

situações de incêndio. Esse estudo é realizado com o auxílio do método dos 

elementos finitos, usando modelos não lineares. Em seu estudo comprovou que estes 

módulos apresentam desempenho satisfatório em situação de incêndio, quando a 

integridade do sistema se mantêm.  

Mocelin (2020) apresenta um estudo numérico com vista à reclassificação das vigas 

alveolares de aço. Para isso realiza uma modelagem numérica da alma da viga como 

um elemento de placa com uma abertura circular no centro e carregado por esforço 

de compressão axial, e a nova classificação é proposta. A distribuição de tensões nas 

placas e tensão última resistente destas são obtidas por meio de simulações não 

lineares considerando imperfeições geométricas mostrando boa correspondência à 

classificação proposta. 

Dessa forma observa-se que os estudos em vigas alveolares têm evoluído com o 

tempo e desenvolvimento de novas tecnologias, entretanto a maioria dos estudos 

concentra-se em buscar formas numéricas de cálculo mais eficientes para os modelos 
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e geometrias já amplamente utilizados, e também para a comprovação de resistência 

e propriedades destes modelos. 

 

2.2 OTIMIZAÇÃO ESTRUTURAL 
 

De uma forma simplificada, um problema de otimização trata da maximização ou 

minimização de uma ou mais funções, que representam um ou mais objetivos, que 

são geralmente dependentes de vários parâmetros específicos para cada problema e 

estão submetidas a diversas restrições de projeto. Diferentes técnicas e métodos de 

otimização podem ser aplicados, sendo cada um dos métodos mais eficiente para um 

determinado tipo de problema.  

A resolução de um problema de otimização trata, portanto da escolha de uma técnica 

adequada, aplicando-a a uma função objetivo que descreva de forma correta o 

problema a ser resolvido, sem desprezar as equações que tratam as restrições as 

quais o problema está sujeito. 

Os tipos de otimização mais frequentes na literatura são a otimização paramétrica, 

onde apenas as dimensões são variadas, a otimização de forma, onde o contorno da 

estrutura é alterado a cada iteração durante o processo de otimização, mas a topologia 

permanece fixa, e, a otimização topológica, que otimiza a distribuição de material num 

domínio previamente definido. 

 Vanderplaats (1984) define a otimização como a busca da melhor solução para uma 

operação, enquanto determinadas restrições são atendidas. O problema é chamado 

de objetivo, e pode representar uma quantidade, qualidade ou qualquer fator que 

possa ser apresentado como número. 

Um dos primeiros trabalhos sobre otimização estrutural, é elaborado por Maxwell 

(1872), que buscava minimizar o volume de material e avaliar o desempenho da 

estrutura. Michaell (1904) deu continuidade ao estudo, visando a minimização de 

massa em estruturas treliçadas sujeitas à diferentes condições de carregamento, 

considerando restrições de tensões. 
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Com a utilização do método dos elementos finitos (MEF), na década de 1980, vários 

estudos foram realizados, podendo ser destacados os de Cheng e Olhoff (1981) que 

estudaram a maximização da rigidez de placas elásticas sólidas, considerando a 

teoria de placas delgadas, em seu estudo concluíram sobre a existência de vários 

pontos ótimos locais.  

A utilização do MEF permitiu também, o desenvolvimento da otimização topológica, 

uma vez que a constante atualização da malha permite a alteração da topologia da 

estrutura à medida que o domínio físico do problema é modificado. Uma técnica de 

otimização topológica que merece destaque é a apresentada por Bendsøe (1989) 

denominado SIMP (Solid Isotropic and Material Penalization).  

Bendsøe (1989) considera cada ponto no espaço, como um ponto material ou vazio, 

sendo, portanto, uma variável discreta, entretanto, essa natureza discreta pode ser 

removida do problema por meio  da introdução de uma função de densidade, uma 

variável contínua. A função densidade apresenta valor 1 para material sólido e 0 para 

os vazios, as densidades intermediárias existem, mas tornam-se um problema durante 

a otimização do problema, uma vez que induzem a um aumento de volume de material 

associado a mínimos incrementos de rigidez e, portanto, não possuem interesse 

prático. Dessa forma, é necessário o uso de técnicas que penalizem esses elementos, 

afim de evitar sua ocorrência região no domínio analisado. 

Querin (1997) classifica a otimização estrutural em dois grandes métodos, os 

determinísticos e os heurísticos. Nos métodos determinísticos, também chamados de 

métodos clássicos, a função objetivo e as restrições são representadas por funções 

matemáticas e relações funcionais. É fundamental que a função objetivo seja contínua 

e diferenciável em relação às variáveis de projeto. Nestes métodos são aplicados 

teoremas que garantem a convergência para uma solução ótima, podendo essa 

solução ser um ótimo locas. A solução encontrada depende significativamente do 

ponto de partida fornecido, podendo convergir para um mínimo local, e por isso não 

possuindo bom desempenho em otimizar funções multimodais, isto é, funções que 

possuem vários ótimos locais. Como exemplo, é possível citar a programação linear 

e a programação não-linear. 
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Ainda de acordo com Querin (1997), os métodos heurísticos de otimização estão 

baseados em regras e simplificações que permitem a busca de soluções em conjuntos 

não convexos, com funções objetivo também não convexas e não diferenciáveis. No 

entanto esses métodos também não garantem a solução ótima final, uma vez que não 

há garantia de convergência. Quando essa abordagem é utilizada, são empregados 

métodos de penalização, para erradicar indivíduos que não atendem às restrições do 

problema, ou quando não é possível avaliar seu desempenho. Um outro método de 

solução, consiste na aplicação de técnicas que simulam processos encontrados na 

natureza, podendo ser destacado o método dos Algoritmos Genéticos, baseado no 

processo de evolução Darwiniana. 

Existem algoritmos de otimização topológica baseados em densidade de material com 

códigos disponíveis na literatura técnica ou na web. Entre eles, podem ser citados os 

seguintes trabalhos: 99 line topology optimization code (Sigmund, 2001) e An 88 line 

topology optimization code (Andressen et al., 2010); ambos escritos na linguagem 

MatLab. 

Xie e Steven (1993) apresentam em seu trabalho, um método denominado Otimização 

Estrutural Evolucionária (Evolutionary Structural Optimization – ESO). Este método 

utiliza a remoção gradual de regiões menos solicitadas, baseando-se num critério de 

penalidade baseado em tensões equivalentes de von Mises. Ou seja, elementos com 

tensões abaixo de um determinado limite são removidos da malha a cada iteração 

num processo denominado “hard-kill”. Dessa forma, obtêm-se uma estrutura ótima 

para um dado volume remanescente. 

Um outro estudo envolvendo uma variante do ESO é apresentado por Querin et al. 

(2000). Neste trabalho os elementos são inseridos nos domínios da estrutura, nas 

regiões onde há concentração de tensões, utilizando uma técnica de otimização 

evolutiva semelhante ao ESO. 

Para realizar a otimização de vigas mistas alveolares de aço e concreto, Ramos 

(2019), realiza uma adaptação do estudo realizado por Lawson e Hicks (2011), para 

adequa-lo à norma NBR 8800:2008. A otimização é realizada utilizando o método dos 
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algoritmos genéticos, encontrando como resultado soluções mais econômicas quando 

comparadas a outros exemplos encontrados na literatura. 

Nguyen et.al (2020) investigam os parâmetros mais adequados para a utilização da 

otimização por enxame de partículas na determinação da capacidade de flambagem 

de vigas de aço com aberturas circulares. O estudo comprovou que o método é 

adequado para avaliação do desempenho dos modelos propostos, mas sua eficácia 

está sensivelmente ligada aos parâmetros de investigação e seleção do método. O 

estudo apresenta inclusive os parâmetros mais adequados encontrados na 

investigação realizada. 

 

Alves e Pietralonga (2020) apresentam um estudo sobre a otimização de vigas 

celulares e casteladas (Peiner, Litzka e Anglo-Saxão), utilizando o método dos 

algoritmos genéticos, implementado em MATLAB. Estabelecendo um modelo que 

pode ser utilizado em situações reais, proporcionando modelos com redução no 

consumo de aço. 

Assim, é possível observar que, a otimização estrutural pode ser aplicada de diversas 

formas, baseando-se em diferentes processos, considerando relações matemáticas e 

mecânicas, atuando como uma excelente ferramenta para a resolução de problemas. 

A precisão e, principalmente a qualidade dos resultados obtidos está diretamente 

ligada a escolha adequada do processo de otimização a ser utilizado e da correta 

aplicação das restrições as quais o problema está submetido. 
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3 METODOLOGIA APLICADA AO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

 

Para o desenvolvimento desta pesquisa foram realizadas implementações no 

programa de Elementos Finitos FEMOOP, Finite Element Method Object Oriented 

Program, (Guimarães, 1992), elaborado em linguagem C++, que permite a 

implementação de novas rotinas, sem o conhecimento de todo o código, baseando-

se no conceito de programação orientada a objetos. 

Foram implementadas uma série de rotinas que permite a realização dos 

procedimentos necessários para a análise e otimização das vigas alveolares de aço. 

Na sequência serão listadas as principais rotinas, com um resumo de suas 

funcionalidades. 

 Malhatria3: permite a geração da malha de elementos finitos que discretiza a 

viga alveolar, esta função é chamada de forma automática dentro das rotinas 

sempre que é necessária. Esta ferramenta permite a constante atualização da 

malha de elementos finitos dentro da rotina de otimização sem a interferência 

do usuário. 

 OtmVigaAlveolar: é a rotina principal do programa desenvolvido, e permite a 

otimização de vigas alveolares utilizando o método dos algoritmos genéticos 

por meio de análise linear ou não-linear, a escolha do método é definida por 

meio do preenchimento do arquivo de entrada. 

 PorcentagemPlastificacao: permite que o usuário construa uma curva da 

quantidade de elementos plastificados nas mesas e na alma da viga ao realizar 

a análise linear. 

 Incremental: permite a construção de uma curva carga deslocamento para uma 

viga alveolar, sendo conhecidas as suas dimensões e tipo do carregamento. 

O arquivo de entrada é do tipo DAT e contém uma série de informações relevantes 

para o problema, a primeira delas é o tipo de análise a ser realizada, sendo possível, 

a otimização de viga alveolar, a construção da curva carga deslocamento ou a 

avaliação da porcentagem de elementos plastificados. É aconselhado a utilização de 

um arquivo de entrada pré-preenchido e que sejam apenas alterados os dados 
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necessários para o problema a ser analisado. No arquivo de entrada são fornecidos 

os dados referentes ao material utilizado, dimensões e condição de simetria da viga, 

tipo do carregamento, limitações geométricas dos alvéolos e dados para o algoritmo 

genético.  

 

3.1 OTIMIZAÇÃO POR MEIO DE ANÁLISE LINEAR 
 

Para a otimização por meio de análise linear primeiramente deve ser atribuído um 

percentual máximo de elementos plastificados na mesa e na alma. O programa está 

pré-definido com os valores estabelecidos em 9.1, mas pode ser alterado sempre que 

o usuário admitir necessário.  

O algoritmo de otimização com o elemento finito para análise linear realizará a 

otimização para a população e o número de gerações estabelecidas no arquivo de 

entrada fornecendo como dados de saída o valor de aptidão do melhor indivíduo e o 

valor de aptidão médio para cada geração. Para o melhor indivíduo de cada geração 

serão fornecidos o carregamento máximo suportado para cada um dos modos de 

colapso analisados e os parâmetros que definem a forma do alvéolo gerado (a0, b0, e 

h0). 

Para o melhor indivíduo da última geração é realizada uma análise não linear por meio  

da rotina Incremental, para este indivíduo é construída uma curva carga-deslocamento 

para aferição da capacidade de carga. 

  

3.2 OTIMIZAÇÃO POR MEIO DE ANÁLISE NÃO-LINEAR 
 

Para a otimização utilizando a análise não-linear devem ser estabelecidos os fatores 

que correlacionam as situações ultimas e de serviço, de acordo com o apresentado 

em 4.1.   
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A rotina OtmVigaAlveolar é utilizada e são encontrados os valores de aptidão do 

melhor indivíduo, bem como seus parâmetros que definem a forma dos alvéolos (a0, 

b0, h0 e hi) e o valor de aptidão médio dos indivíduos de cada geração.  

A curva carga-deslocamento é obtida para o melhor indivíduo da última geração por 

meio  da rotina Incremental, permitindo ao usuário uma definição mais precisa dos 

carregamentos últimos e de serviço para o melhor indivíduo realizando uma análise 

da curva gerada. 
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4 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO 

 

Uma vez que o presente trabalho possui como objetivo encontrar a máxima 

capacidade de carga de vigas alveolares, faz-se necessária a utilização de um 

processo de otimização. De uma forma geral, um problema de otimização consiste na 

determinação de uma função objetivo que, matematicamente, deverá ser maximizada 

ou minimizada, estabelecendo as variáveis e parâmetros que definem o problema 

físico, bem como as restrições as quais estão sujeitas essas variáveis. Seguindo esse 

conceito geral o problema de otimização deste trabalho é apresentado a seguir. 

 

4.1 FUNÇÃO OBJETIVO 
 

Nesse trabalho o objetivo é determinar dimensões da linha de corte em perfis de aço 

para formação de vigas alveolares, de forma que essas vigas apresentem a maior 

capacidade de carga possível. Definido o tipo de carregamento atuante na viga, 

carregamento uniformemente distribuído (𝑝), ou carga concentrada (𝑃), ou outro 

carregamento qualquer, a função objetivo é maximizar esse carregamento, ou 

minimizar o seu inverso.  A pesar da forma simples da função objetivo mostrada na 

Equação (4.1), ela apresenta dificuldades significativas no processo de otimização 

utilizado neste trabalho, por não apresentar de forma explícita a sua relação com as 

variáveis de projeto.  

𝑓(𝑥) = 𝑞 (4.1) 

Definidas as propriedades dos materiais de acordo com especificações técnicas deve-

se determinar a capacidade de carga da viga alveolar (q na Equação (4.1)), verificando 

as condições limites última e de serviço. A condição limite de serviço depende do tipo 

de uso a que a viga estará submetida, neste trabalho é considerada a flecha limite 

(𝛿𝑠𝑒𝑟) de L/350, onde L é o vão da viga, como parâmetro para verificação do estado 

limite de serviço de deformação excessiva.  



 

19 

 

Na Figura 4.1 é mostrada a curva carga deslocamento obtida de uma análise não 

linear física da viga alveolar por meio do método dos elementos finitos utilizando um 

elemento finito para análise em estado plano de tensões.  

Figura 4.1 – Gráfico da carga versus deformação 

 

Fonte: Autora 

 

Uma vez definida a flecha limite de serviço (𝛿𝑠𝑒𝑟 = 𝐿/350), que define o carregamento 

de serviço relativo à deformação excessiva, a flecha última, que define o 

carregamento último, é obtida como o produto entre um fator 𝛽, positivo maior que a 

unidade, e a flecha de serviço, ou seja, 𝛿𝑢𝑙𝑡 = 𝛽𝛿𝑠𝑒𝑟 . O valor d𝑒 𝛽 é definido pelo 

usuário, sendo sugerido pela autora 𝛽 > 5, uma vez que nos exemplos analisados 

esse valor apresentou uma boa relação entre as flechas últimas e de serviço, ou seja, 

as curvas carga-deslocamentos analisadas apresentaram carregamento último para 

flechas menores que 5 vezes a flecha limite de serviço. 

Com essas flechas e a curva carga deslocamento da viga podem ser encontrados os 

carregamentos último (𝑞𝑢𝑙𝑡)  e de serviço (𝑞𝑠𝑒𝑟). A capacidade de carga da viga será o 

menor valor entre o carregamento último (𝑞𝑢𝑙𝑡) e um carregamento obtido por meio da 

majoração do carregamento de serviço por meio de um fator 𝛼, ou seja:𝛼. 𝑞𝑠𝑒𝑟.  
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O valor de 𝛼 é definido pelo usuário sendo sugerido pela autora 1,7 ≤ 𝛼 ≤ 2. Esse 

fator tem origem na relação entre os valores obtidos para a combinação última normal, 

utilizada para o dimensionamento da estrutura, e para a combinação de serviço, 

utilizada para a verificação da flecha. Em geral, as combinações práticas para 

definição de carregamento último e de serviço mostram que a primeira é 

aproximadamente o dobro da segunda. (Figura 4.1). 

4.2 VARIÁVEIS DE PROJETO 
 

Neste trabalho as variáveis de projeto são os parâmetros que definirão as dimensões 

e posições dos cortes de modo a formar a viga alveolar. A forma do alvéolo é definida 

previamente, sendo analisadas até o momento, as formas elípticas e hexagonal; no 

entanto, a metodologia utilizada para a discretização da viga alveolar em uma malha 

de elementos finitos permite facilmente a utilização de outras formas.   

As variáveis de projeto podem ser discretas, quando podem assumir apenas valores 

inteiros, ou seja, índices que são associados à descrição do problema, como, por 

exemplo, o tipo de carregamento analisado, ou contínuas, quando podem assumir um 

valor real qualquer dentro de um determinado intervalo, como, por exemplo, as 

dimensões dos alvéolos que podem ser consideradas um valor real qualquer maior 

que zero. 

Neste trabalho, escolhendo o perfil que irá formar a viga alveolar, o tipo de 

carregamento ao qual ela estará submetida, e a forma dos alvéolos, podem-se definir 

as variáveis de projeto conforme descrito nas Equações (4.2) e (4.3) e apresentadas 

nas Figuras 4.2 e 4.3. 



 

21 

 

Figura 4.2 - Alvéolos hexagonais 

  

Fonte: Autora 

 
Figura 4.3 - Alvéolos elípticos  

  

Fonte: Autora 

 
 

𝐱𝑇 = [𝑎0   𝑏0   ℎ0  ℎ𝑖] (4.2) 

𝐱𝑇 = [𝑎0   𝑏0   𝑐0  ℎ𝑖] (4.3) 

Nas equações (4.2) e (4.3) é mostrado o conjunto de variáveis representado pelo vetor 

coluna x, essas variáveis são continuas com valores positivos, uma vez que 

representam dimensões. Devido às limitações como altura do perfil e condições 

práticas relativas ao processo de corte elas apresentam valores limites inferiores e 

superiores que serão inseridas no projeto como restrições laterais. 

Na equação (4.3) são apresentadas as variáveis para o alvéolo elíptico, neste caso h0 

é determinado conforme equação (4.4).  

ℎ0 =
𝑐0√𝑏0

2 − 𝑎0
2

2𝑏0
 (4.4) 

No caso em que o alvéolo seja circular tem-se 𝑏0  =  𝑐0 e o vetor de variáveis pode ser 

reduzido para 3 termos, ou seja:  
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 𝐱𝑇 = [𝑎0  𝑏0 ℎ𝑖] . (4.5) 

Como pode ser observado nas Figuras 3.3 e 3.4, hi é a posição da linha de corte em 

relação à mesa inferior, sendo permitida em algumas análises que a linha de corte 

apresente alvéolos não simétricos em relação à altura do perfil.  No entanto, nas 

análises em que serão avaliados os estados limites últimos relacionados à flambagem 

lateral do montante da alma e flambagem lateral com torção (Item 4.4), são utilizadas 

equações analíticas que consideram a simetria dos alvéolos em relação à altura do 

perfil, dessa forma ℎ𝑖 deixa de ser variável do problema sendo determinada em função 

das demais variáveis de forma que os alvéolos sejam simétricos em relação à altura 

da viga. 

𝐱𝑇 = [𝑎0   𝑏0   ℎ0 ] (4.6) 

𝐱𝑇 = [𝑎0   𝑏0   𝑐0  ] (4.7) 

Neste caso a variável hi será calculada conforme a equação (4.8). Nas vigas com 

aberturas elípticas o valor de h0 é calculado pela equação (4.4). 

ℎ𝑖 = 0,5 × (ℎ𝑤 − ℎ0) (4.8) 

 

4.3 RESTRIÇÕES DE PROJETO 
 

As restrições são um conjunto de requisitos especificados e condições que devem ser 

satisfeitas para que o projeto seja aceitável. Pode-se dizer também que são equações 

ou inequações das variáveis de projeto que descrevem situações de projeto que 

devem ser atendidas. Elas podem ser de dois tipos: restrições laterais e restrições de 

comportamento. As restrições laterais são aquelas que limitam os valores das 

variáveis de projeto, como, por exemplo, valores superiores e inferiores da geometria 

de elementos estruturais ou resistências nominais dos materiais. Já as restrições de 

comportamento são as que definem as condições limites desejáveis, por exemplo, 

tensões, flexibilidades ou deslocamentos. 
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A forma que é definida a capacidade de carga da viga alveolar, como descrito 

anteriormente, elimina as restrições referentes aos critérios de resistência e de 

serviço. Se além de uma análise não linear física também é feita uma análise não 

linear geométrica, os efeitos de segunda ordem referentes à instabilidade global da 

viga também são automaticamente verificados. No entanto, neste trabalho não é 

considerada a não linearidade geométrica na análise de elementos finitos sendo os 

efeitos de segunda ordem referentes à instabilidade localizada verificados com a 

introdução de equações analíticas que entram como restrições no problema de 

otimização. A consideração da não linearidade geométrica nas análises de elementos 

finitos é colocada com trabalhos futuros.  

No modelo de busca do ponto de ótimo utilizando um algoritmo evolucionário como o 

algoritmo genético as restrições laterais, também chamadas de restrições de 

fronteiras, Equações (4.9) a (4.12), são automaticamente definidas quando se define 

o espaço de busca para cada variável especificando os seus valores limites mínimos 

e máximos. 

𝑙1 ≤ 𝑎0 ≤ 𝑢1 (4.9) 

𝑙2 ≤ 𝑏0 ≤ 𝑢2 (4.10) 

𝑙3 ≤ ℎ0 ≤ 𝑢3 (ou 𝑙3 ≤ 𝑐0 ≤ 𝑢3 para elipse) (4.11) 

𝑙4 ≤ ℎ𝑖 ≤ 𝑢4 (4.12) 

No entanto, para o problema analisado neste trabalho alguns limites das variáveis 

dependem do valor atribuído a outra variável, neste caso essas restrições são 

definidas como mostrado nas equações (4.13) e (4.14) para o problema com alvéolos 

no formato hexagonal e equações (4.13), (4.15) e (4.16) para alvéolos elípticos. 

Quando um conjunto de valores para as variáveis não atendem a essas restrições um 

valor de penalidade é atribuído à função objetivo. 

0 0 0 0 0a b b a       
 

(4.13) 

0 4 4 0 0i w w ih h h l h l h h           
 

(4.14) 

1 1
0 0 4 0 0 42 2

( ) ( ) 0i ih c h l h c h l           
 

(4.15) 
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1 1
0 0 0 4 4 02 2

( ) 0i w w ih h c h h l h l h c             
 

(4.16) 

 

4.4 FORMULAÇÃO ANALÍTICA PARA OS ELU RELACIONADOS À FLAMBAGEM 
 

Neste trabalho foram desenvolvidos elementos finitos triangulares de três nós para 

análise linear e não linear física de estruturas em estado plano de tensão. Devido à 

dificuldade de representação do deslocamento de corpo rígido destes elementos fora 

do seu plano não foi considerada a não linearidade geométrica na formulação destes 

elementos, o que não permite a avaliação de modos de colapso relacionados à 

flambagens local e global na viga alveolar. Dessa forma, para a avaliação dos 

Estados-limites Últimos relacionados à flambagem do montante da alma e à 

flambagem lateral com torção, foi implementada uma formulação analítica com base 

nas formulações apresentadas por Abreu (2010), Bezerra (2013), Silveira (2011), 

Veríssimo (2012) e Lubke (2017). 

4.4.1 Flambagem lateral do montante da alma 

 

A flambagem lateral do montante da alma (FLMA) é um fenômeno caracterizado pelo 

deslocamento do montante para fora do plano da viga. Neste caso, conforme descrito 

por Kerdal e Nethercot (1984), o montante da alma se comporta como um elemento 

axialmente comprimido, apresentando problemas de instabilidade. 

Uma vez que o elemento utilizado para o desenvolvimento deste trabalho está 

submetido a um estado pano de tensões, foram empregadas equações analíticas para 

a avaliação da influência da Flambagem lateral do Montante da Alma.  As formulações 

analíticas têm por base a comparação de um esforço cortante crítico (𝑉𝑐𝑟), descrito por 

Delesques (1968) com o esforço resistente característico (𝑉𝑅𝑘2) na seção. O esforço 

cortante crítico determinado conforme apresentado por Verissimo et al. (2012) é dado 

pela equação (4.17) para alvéolos com forma de hexágono ou octógono, ou pela 

equação (4.18) para alvéolos circulares:  
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𝑉𝑐𝑟 =
𝐸𝑡𝑤

3

1,18𝑦0
[1 + (1 −

2𝑎0

𝑝
) (

𝑦0 − 0,8𝑎 − 2𝑏

𝑦0
)]  (4.17) 

𝑉𝑐𝑟 =
𝐸(𝑦0 − 0,4 (2 − 𝜂)𝑎 )𝑡𝑤

3

0,59 𝜂 𝑦0
2   (4.18) 

Onde: 

 𝜂 = (𝑎0 + 𝑏0)/𝐷0 

𝑝 é a distância entre o centro de dois alvéolos adjacentes. 

 

 

Figura 4.4 - Elementos para o estudo dos esforços no montante de alma em vigas  

 

Fonte: Autora 

 

A determinação do esforço resistente de cálculo (𝑉𝑅𝑘2) é realizada por meio de uma 

análise da máxima tensão normal (𝜎) atuante no montante da alma, ocorrendo em 

uma seção com distância (𝑦) do centro do montante e provocadas pelo esforço 

cortante horizontal (𝑉ℎ) atuante neste mesmo ponto, conforme indicado na Figura 4.4. 

Considerando o momento 𝑀 = 𝑉ℎ 𝑦  na seção retangular de altura 𝑏𝑚 e largura 

𝑡𝑤 obtêm-se a maior tensão normal atuante na seção dada pela Equação (4.19). 

𝜎 =
6𝑉ℎ 𝑦

𝑡𝑤 𝑏𝑚
2

  (4.19) 
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Neste trabalho o esforço cortante horizontal (𝑉ℎ) atuante no centro do montante pode 

ser obtido diretamente por meio da análise de elementos finitos realizada para a viga. 

O valor do esforço cortante horizontal limite (𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚) pode ser obtido admitindo que a 

tensão atuante na seção seja menor ou igual à tensão de escoamento do aço (𝜎 ≤

𝑓𝑦).  

6𝑉ℎ 𝑦

𝑡𝑤 𝑏𝑚
2

≤ 𝑓𝑦   (4.20) 

Enquanto a espessura do montante (𝑡𝑤) e a tensão de escoamento do material não 

sofrem alteração para uma mesma viga, a largura do montante (𝑏𝑚) varia em função 

da altura y, e, portanto, para determinar o valor de 𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 é necessário analisar a relação 

entre estes elementos para cada tipo de alvéolo, e posteriormente encontrar o valor 

de máximo para a equação de 𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚.  

4.4.1.1 Esforço cisalhante para alvéolos hexagonais 

 

Para alvéolos com formatos de hexágono, a equação da largura do montante (𝑏𝑚) 

pode ser escrita em função da posição y da seção analisada conforme a equação 

(4.21). 

𝑏𝑚(𝑦) =
𝑏0 − 𝑎0

ℎ0
𝑦 + 𝑎0  (4.21) 

Uma vez que o valor de b0 nunca é inferior a a0, ao substituir a expressão de bm na 

Equação (4.19), derivando em função de y e igualando a zero, obtém-se o ponto de 

máximo da equação: 

𝑦 =
𝑎0. ℎ0

𝑏0 − 𝑎0
 (4.22) 

No caso do ponto de ótimo da equação (3.20) implicar y > h0, o que ocorrerá quando 

b0 < 2a0, a seção em que aconteceria a tensão máxima extrapolaria a altura do 
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montante não sendo mais possível definir uma altura para essa seção flexionada pela 

força cortante no montante, neste caso (b0 < 2a0)  o valor crítico acontece em y = h0. 

Substituindo a Equação (4.22) na inequação (4.20), obtém-se: 

𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 ≤
2𝑎0𝑡𝑤(𝑏0−𝑎0)

3ℎ0
𝑓𝑦  se b0 > 2a0 (4.23) 

𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 ≤
𝑡𝑤𝑏0

2

6ℎ0
𝑓𝑦  se b0 ≤ 2a0 (4.24) 

.  

4.4.1.2 Esforço cisalhante para alvéolos elípticos 

Para alvéolos com formatos de elipse, a equação da largura do montante (𝑏𝑚) pode 

ser escrita em função da posição y da seção analisada conforme a equação (4.25). 

𝑏𝑚(𝑦) = 𝑎0 + 𝑏0 −
𝑏0

𝑐0
 √𝑐0

2 − 4𝑦2   (4.25) 

Pode-se então substituir a expressão de bm na Equação (4.19), obtendo a equação 

de Vh:  

𝑉ℎ ≤
𝑡𝑤𝑓𝑦

6

(𝑎0 + 𝑏0 −
𝑏0

𝑐0
 √𝑐0

2 − 4𝑦2)
2

𝑦
 

(4.26) 

A obtenção do esforço cortante máximo atuando na base do montante (Vhlim) pode ser 

realizada por meio do estudo da derivada da equação (4.26), dada por:  

𝑑(𝑉ℎ)

𝑑𝑦
=

𝑡𝑤𝑓𝑦

6
𝑏𝑚 (

8𝑏0

𝑐0√𝑐0
2 − 4𝑦2

−
𝑏𝑚

𝑦2 ) (4.27) 

Para entender o comportamento da função que descreve Vh em função da posição y 

ao longo da altura do montante, será realizado um estudo do sinal da derivada da 

função. Primeiramente, é possível estabelecer que para o intervalo ao longo da altura 

do montante 0 < y < c0/2, tem-se bm > a0, portanto, bm > 0, e o sinal da derivada de Vh 

será dado pelo termo: 
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(
8𝑏0

𝑐0√𝑐0
2 − 4𝑦2

−
𝑏𝑚

𝑦2 ) (4.28) 

Substituindo 𝑏𝑚 na equação (4.28) e tomando um denominador comum essa equação 

pode ser reescrita como: 

(
4𝑏0𝑦2 + 𝑏0𝑐0

2 − (𝑎0 + 𝑏0)𝑐0√𝑐0
2 − 4𝑦2

𝑦2𝑐0√𝑐0
2 − 4𝑦2

) (4.29) 

O termo 𝑦2𝑐0√𝑐0
2 − 4𝑦2 é sempre positivo, e portanto, basta analisar o sinal do numerador 

no intervalo 0 < y < c0/2. A partir de uma análise da interseção entre as curvas 4𝑏0𝑦2 +

𝑏0𝑐0
2  e (𝑎0 + 𝑏0)𝑐0√𝑐0

2 − 4𝑦2 é possível identificar que o ponto de mínimo da equação 

está situado à esquerda do ponto onde: 

𝑦 =
𝑐0√𝑎0

2 + 2𝑎0𝑏0

2(𝑎0 + 𝑏0)
 (4.30) 

Com isso é estabelecido um intervalo onde o ponto de mínimo da equação de Vh se 

encontra. O procedimento numérico de Newton para cálculo de raízes é utilizado para 

encontrar este ponto de mínimo, sendo o valor de partida para a raiz dada pela 

equação (4.30).  

3.4.1.3 – Método aproximado para a equação de 𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 para alvéolos elípticos 

Uma opção ao método definido no item anterior para os alvéolos elípticos é a utilização 

da equação (4.17) para alvéolos com forma de hexágono ou octógono, ou a equação 

(4.18) para alvéolos circulares. Nestes casos, o alvéolo elíptico seria aproximado por 

um octógono contendo a elipse ou por um círculo contendo a elipse, sendo Vhlim dado 

pelo maior valor encontrado entre as duas aproximações, uma vez que ambas são 

conservadoras em relação ao verdadeiro formato elítico do alvéolo 

- Octógono contendo a elipse 

Para o octógono contendo a elipse é preciso definir um ponto para criação de uma 

reta tangente, e, a partir desta reta, determinar os demais trechos do octógono. 
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Primeiramente é definido um ângulo α, e com este ângulo é criada uma reta da origem 

do sistema cartesiano até o ponto de tangência. A origem do sistema cartesiano foi 

colocada no centro do primeiro alvéolo para facilitar o desenvolvimento das equações. 

Optou-se por utilizar o ângulo 𝛼 = 𝑡𝑔−1(𝑐0 𝑏0⁄ ), uma vez que a determinação do 

ângulo em função dos diâmetros da elipse, permite um melhor ajuste da reta tangente 

à abertura, gerando resultados mais consistentes. Na Figura 4.5 temos uma 

representação do octógono contendo a elipse. 

Figura 4.5 Octógono circunscrito à elipse 

 

Fonte: Autora 

 

Com o ângulo definido, usa-se a interseção da elipse com a reta de inclinação 𝛼 que 

passa pela origem para determinar o ponto de tangência à elipse. Esse ponto, (𝑥𝑝, 𝑦𝑝) 

é utilizado para criar o octógono que circunscreve a abertura. Com isso obtêm-se: 

𝑥𝑝 = √
0,25 𝑐0

2

𝑡𝑔2𝛼 +
𝑐0

𝑏0

 (4.31) 

𝑦𝑝 = 𝑡𝑔𝛼. 𝑥 (4.32) 

A reta tangente à elipse terá coeficiente angular (ca) e coeficiente linear (cl) dado por: 

𝑐𝑎 = −
𝑥𝑝

𝑦𝑝

𝑐0
2

𝑏0
2 (4.33) 

𝑐𝑙 = 𝑦𝑝 − 𝑥𝑝. 𝑐𝑎 (4.34) 
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- Circunferência contendo a elipse 

Para a circunferência contendo a elipse, foi adotado como 𝐷0, o maior valor entre 𝑏0 

e 𝑐0. A determinação do esforço cortante crítico seguiu a formulação proposta em 

Veríssimo et al. (2012). 

𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 =
𝑦0 𝑡𝑤 𝑓𝑦

3𝜂

3𝜂 − √𝜂2 + 8

√4 − (𝜂 − √𝜂2 + 8)
2

  
(4.35) 

Onde: 

   𝜂 = (𝑎0 + 𝑏0)/𝐷0 

3.4.1.4 – Força cortante resistente considerando FLMA 

Após a determinação do esforço cortante horizontal máximo (𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚) suportado pelo 

montante, este valor é comparado com o esforço cortante horizontal provocado pelo 

carregamento de entrada (𝑉ℎ) considerando uma combinação última das ações. A 

formulação implementada neste trabalho percorre os elementos finitos triangulares 

que estão na base do montante (altura média da alma da viga) e a partir do valor da 

tensão cisalhante no elemento e na direção longitudinal da viga determina-se a força 

cortante no elemento multiplicando-a pela aresta do triangulo e a espessura. Somada 

as forças de todos os elementos que formam a base do montante, tem-se Vh para o 

carregamento solicitante de cálculo. Este procedimento é feito para todos os 

montantes sendo utilizado o valor mais desfavorável.  

Com o valor de 𝑉hlim, definido nos itens anteriores, e o valor de Vh, definido no 

parágrafo anterior, é determinado qual o máximo esforço que viga pode suportar 

(𝑉𝑅𝑘2). Ou seja, 𝑉𝑅𝑘2 é dado pela máxima força cortante na viga devido ao 

carregamento utilizado para determinar Vh  multiplicado pela relação entre 𝑉ℎ𝑙𝑖𝑚 e Vh. 

Uma vez determinado os valores de VRk2 e Vcr, é seguido o procedimento proposto 

por Delesques (1968) para a determinação do esforço solicitante (𝑉𝑠𝑑):  
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Se 
Vcr

VRk2
< 1, Vsd ≤

2

3
Vcr (4.36) 

Se 1 ≤
Vcr

VRk2
< 2, Vsd ≤

VRk2 + Vcr

3
 (4.37) 

Se 
Vcr

VRk2
≥ 2, Vsd ≤ VRk2 (4.38) 

Uma vez determinado o valor de 𝑉𝑠𝑑 que a viga alveolar é capaz de suportar em 

relação à flambagem lateral do montante da alma, este valor é utilizado para obter 

qual o carregamento último admissível. 

 

4.4.2 Flambagem lateral com torção 

 

As vigas alveolares, assim como as vigas de alma cheia podem apresentar problemas 

de Flambagem lateral com torção quando submetidas ao momento fletor. Esse 

fenômeno é caracterizado pelo deslocamento lateral da parte comprimida da seção 

transversal ao mesmo tempo em que ocorre a torção da seção. 

Para a verificação do estado limite último de flambagem lateral com torção em vigas 

alveolares de aço, Abreu (2010) elaborou uma formulação com base nas 

recomendações da ABNT NBR 8800:2008 para vigas de alma cheia. O procedimento 

descrito também é apresentado em Lubke (2017) 

Neste caso são considerados os comprimentos destravados Lp e Lr no lugar dos 

parâmetros de esbeltez λp e  λr. Ainda são feitas as seguintes considerações:  

 A seção liquida é abordada no centro das aberturas como zona crítica de 

flambagem, adotando suas propriedades geométricas para o cálculo da 

constante de empenamento determinada por Kohnehpooshi e Showkati 

(2009) por meio de:  
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 Cw =
h2Iy

4
 (4.39) 

– O valor de Lr é substituído por um valor corrigido Lr,cor = 1,2Lr; 

 O momento fletor resistente é assumido como 90% do momento de 

plastificação. 

O fato que a maior parte da inércia que contribui para conter a flambagem lateral é 

dada pelas mesas faz com que a análise da flambagem lateral utilizando uma seção 

na região de maior furo na alma, ou uma seção na região de alma cheia, não 

apresente diferenças tão significativas. Mesmo assim, para evitar resultados um 

pouco conservadores em relação à flambagem lateral com torção, as propriedades da 

seção foram tomadas como valores ponderados entre a seção vazada e a seção 

maciça. Essa ponderação foi realizada para o Momento de Inercia em relação ao eixo 

y (Iy), área de aço da seção (Aa), constante de torção (J), módulo de resistência 

elástico (Wx), e momento de plastificação da seção (Mpl). 

 𝑉𝑝𝑜𝑛𝑑 =
0.5 × 𝑏0(𝑉𝑐ℎ𝑒𝑖𝑜 + 𝑉𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑎𝑟) + 𝑎0𝑉𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑎𝑟

𝑝
 (4.40) 

Onde:  

Vpond é o valor da propriedade ponderada; 

Vcheio é o valor da propriedade considerando a seção de alma cheia com altura igual 

a da viga alveolar; 

Valveolar é o valor da propriedade para a seção alveolar. 

 

Os limites Lp e Lr,cor são dados pelas equações a seguir:  

 

Lp = 1,76ry√
E

fy
 (4.41) 
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Lr,cor =
1,66√IyJ

Jβ1

√1 + √1 +
27Cwβ1

2

Iy
 (4.42) 

Onde, 

J é a constante de torção; 

Cw é a constante de empenamento da seção transversal; 

β1 é dado pela Equação (4.43).  

 
β1 =

0,7fyWx

EJ
 (4.43) 

Desta forma, o momento resistente em função do comprimento destravado Lb é 

calculado pelas Seguintes equações: 

- para Lb > Lr,cor,  

 

MRk = Mcr =
Cbπ2EIy

Lb
2 √

Cw

Iy
(1 + 0,039

JLb
2

Cw
) (4.44) 

 

- para Lp < Lb ≤ Lr,cor,  

 
MRk = Mcr = Cb [0,90Mpl − (0,90Mpl − Mr,cor)

Lb − Lp

Lr,cor − Lp
] ≤ 0,90Mpl (4.45) 

- para Lb ≤ Lp,  

 MRk = 0,90Mpl (4.46) 

Onde, 

Cb é o coeficiente que leva em conta o efeito favorável do momento não ser 

uniforme no segmento Lb, conforme indicado na ABNT NBR 8800:2008; 

Mpl é o momento de plastificação da seção transversal; 

Mr,cor é o momento fletor correspondente ao início do escoamento, ajustado em 

função do valor de Lr,cor dado por:  
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Mr,cor =

0,31E

Lr,cor
2

√Iy(1000Cw + 39JLb
2 ) (4.47) 

Desta forma, seguindo o que recomenda a ABNT NBR 8800:2008, o momento fletor 

resistente de cálculo, é dado por:  

 
MRd =

MRk

γa1
 (4.48) 

 

Uma vez determinado o valor de 𝑀𝑅𝑑 que a viga alveolar é capaz de suportar em 

relação à flambagem lateral com torção, este valor é utilizado para obter qual o 

carregamento último admissível. 
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4.5 AVALIAÇÃO DE ELEMENTOS PLASTIFICADOS NAS MESAS E NA ALMA 
 

Para a realização dos objetivos deste trabalho é necessário, entre outras coisas, 

definir a capacidade de carga de uma viga alveolar por meio de uma análise numérica 

utilizando o método dos elementos finitos. Considerando a não linearidade do material 

essa capacidade de carga pode ser obtida construindo a curva carga-deslocamento 

da viga. Para a análise linear pensou-se em obter essa capacidade de carga 

verificando o carregamento que levasse ao elemento mais tensionado um nível de 

tensão igual à tensão limite do material. No entanto, isso levaria a uma subestimação 

da capacidade de carga, uma vez que existem pontos de concentrações de tensões 

na viga alveolar. A estratégia adotada no presente trabalho para evitar isso, e poder 

definir a capacidade de carga da viga alveolar por meio de uma análise linear, consiste 

em definir a capacidade de carga em função de um percentual de elementos 

plastificados, ou seja, que apresentem nível de tensão acima do limite do material. 

Para determinar o percentual de elementos plastificados na viga foi implementada 

uma rotina que avalia a tensão em cada um dos elementos para um dado 

carregamento aplicado. Considerando que a análise é linear, pode-se definir o nível 

de tensão nos elementos da malha que discretiza a viga apenas multiplicando as 

tensões pelo fator de amplificação do carregamento, dessa forma pode-se criar uma 

curva (Figura 4.6) que define para diferentes níveis de carregamento qual a 

quantidade de elementos da malha que apresentam tensão acima da tensão limite do 

material, ou seja, percentual de plastificação da viga.  A contagem de elementos 

plastificados ocorre de forma independente para as mesas e para a alma, 

possibilitando avaliar os diferentes comportamentos entre estes elementos.  
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Figura 4.6 – Gráfico da porcentagem de elementos plastificados versus carregamento 

 

Fonte: Autora 

Em uma rotina de cálculo independente, para a mesma viga cujos elementos 

plastificados foram contados utilizando a análise linear, é realizada uma análise não 

linear incremental, gerando uma curva carga versus deslocamento, apresentada na 

Figura 4.7. Com a curva gerada é possível estabelecer o carregamento último 

suportado.  

Figura 4.7 - curva carga versus deslocamento 

 

Fonte: Autora 

Com uma comparação entre os gráficos da Figura 4.6 e Figura 4.7 é possível 

determinar qual a porcentagem de elementos com tensão acima da tensão de 

escoamento, obtida por meio de análise linear, são encontrados nas mesas e na alma 

da viga quando a viga está submetida a uma carga igual a carga que leva ao 

carregamento ultimo obtido por meio de uma análise não linear. 
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A determinação da porcentagem de elementos com tensão acima da tensão de 

escoamento que apresente bons resultados para a capacidade de carga da viga 

analisada de forma linear depende de diversos fatores, como tamanho da viga 

analisada e propriedades geométricas do perfil alveolar. Buscando obter um valor 

médio que sirva de parâmetro para esta porcentagem de elementos que apresentem 

tensão acima da tensão de escoamento do material, na seção 9.1, são analisadas três 

vigas alveolares de seção I, relacionando a capacidade de carga da viga obtida por 

meio de análise linear com a obtida por análise não-linear. 

A rotina implementada permite que o usuário realize essa análise alterando os 

diferentes fatores (geometria, carregamento, forma dos alvéolos, etc.) de forma que 

seja possível estabelecer os parâmetros de porcentagem de elementos plastificados 

nas mesas e na alma que melhor se adaptam ao problema a ser otimizado. 
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5 IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO GENÉTICO 

 

Foi utilizado neste trabalho um processo evolucionário que define um conjunto de 

valores para as variáveis do problema baseado no modelo de evolução natural. Esse 

método é conhecido na literatura por algoritmo genético e tem sido bastante utilizado 

para problemas de otimização na engenharia em geral.  

Os métodos evolucionários são também chamados de métodos de ordem zero porque 

não utilizam de informações de análise de sensibilidade (derivadas) das restrições e 

função objetivo em relação às variáveis do problema. Esses métodos consistem em 

definir dentro do espaço de análise, um conjunto finito de valores para as variáveis, 

que, inicialmente é definido de forma aleatória dentro desse espaço e depois é 

adotado um critério para definição dos próximos conjuntos de valores. A diferença 

entre os critérios utilizados para a definição dos próximos conjuntos de valores para 

as variáveis, definem diferentes tipos de métodos evolucionários de busca do ponto 

de ótimo.  

No algoritmo genético uma atribuição para as variáveis de projeto é chamada de 

indivíduo e o conjunto de indivíduos é chamado de população. E nesse algoritmo as 

novas populações são definidas a partir de um critério de evolução baseado no valor 

de aptidão dos indivíduos da população anterior. A aptidão dos indivíduos é o valor da 

função objetivo atribuindo os valores das variáveis referentes àquele indivíduo. 

 

5.1 REPRESENTAÇÃO BINÁRIA DOS INDIVÍDUOS 
 

No problema apresentado neste trabalho as variáveis de projetos são formadas por 4 

ou 3 valores reais definidos dentro dos seus limites como apresentado no item 4.1. Os 

indivíduos que formam a população em cada geração do método evolucionário são 

formados pelos valores dessas variáveis de projeto. A forma para o armazenamento 

destes dados adotada neste trabalho é a representação binária de cada variável e o 

indivíduo é a representação binária em sequência de todas as variáveis. É definida 

pelo usuário, no arquivo de entrada de dados, a quantidade de bits máxima que será 
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utilizada para representação de cada variável, não sendo necessária definir a mesma 

quantidade de bits para todas as variáveis, o que permite uma maior discretização de 

variáveis mais importantes na análise. 

Considerando que a variável 𝑎0 tem espaço de busca definido pelos limites entre 

0,05m e 0,60m e que se quer uma precisão de 1cm na definição prática desse valor, 

ou seja, os valores práticos para 𝑎0 são 0,05, 0,06, 0,07, . . ., 0,58, 0,59 e 0,60𝑐𝑚. 

Dessa forma, a quantidade de valores práticos a ser considerado na análise de 𝑎0 é 

𝑛 =  56 e os passos dados a seguir podem ser usados para definir a quantidade de 

bits para a variável binária conseguir representar essa precisão. 

Passo 1: Definir os limites do intervalo de busca da variável: 𝑟𝑚í𝑛 = 0,05 e 𝑟𝑚á𝑥  =

 0,60. Definir uma precisão para a variável: 𝑝𝑟𝑐 =  0,01; 

Passo 2: Determinar a quantidade de valores práticos a ser considerado para a 

variável: 𝑛𝑎0 = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜 (
𝑟𝑚á𝑥−𝑟𝑚í𝑛

𝑝𝑐𝑟
) + 1;  

Passo3: Fazer n ser o primeiro inteiro maior ou igual ao valor real log2(𝑛𝑎0 + 1). 

A variável deve ter 𝑛 bits para se ter a precisão desejada. 

No caso do exemplo dado para 𝑎0 os passos acima encontra o valor de 6 bits para a 

variável. Essa quantidade de bits consegue representar os valores inteiros 0 “000000”, 

1 “000001”, 2 “000010”, ... , 61 “111101”, 62 “111110” e 63 “111111”. Sendo assim o 

espaço de busca [0,05, 0,60] é transformado no espaço de busca binário (números 

inteiros na base 2) [“000000”, “111111”] que equivale ao espaço de busca em números 

inteiros na base 10, dado por [0, 63]. Definido um valor no espaço de busca binário, 

por exemplo, 𝑎0 = “101011”, o valor equivalente no espaço real de busca é obtido 

usando a relação linear entre essas grandezas como descrita a seguir. 

𝑧 = 1 ∙ 20 + 1 ∙ 21 + 1 ∙ 22 + 1 ∙ 23 + 1 ∙ 24 + 1 ∙ 25 = 43 (Conversão da base 2 

para a base 10) 

𝑧𝑚í𝑛 = 0 (Limite inferior do intervalo de busca em inteiro na base 10, será sempre 

0) 
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𝑧𝑚á𝑥 = 2𝑛 − 1 = 26 − 1 = 63 (Limite superior do intervalo de busca em inteiro na 

base 10, 𝑛 é o número de bits usado) 

𝑚 =
𝑟𝑚á𝑥−𝑟𝑚í𝑛

𝑧𝑚á𝑥−𝑧𝑚í𝑛
=

𝑟𝑚á𝑥−𝑟𝑚í𝑛

2𝑛−1
=

0,6−0,05

63
= 0,00873 (Coeficiente angular da relação 

linear entre as grandezas) 

𝑐 = 𝑟𝑚í𝑛 − 𝑚𝑧𝑚í𝑛 = 𝑟𝑚í𝑛 = 0,05 (Coeficiente linear da relação linear entre as 

grandezas) 

𝑟 = 𝑚𝑧 + 𝑐 = 0,00873𝑧 + 0,05 = 0,425 (Equação linear que determina o valor 

real equivalente ao valor inteiro) 

 

Do exemplo analisado verifica que o valor binário 𝑎0  =  “101011” corresponde dentro 

do espaço de busca real [0,05, 0,60] ao valor de 0,425; na precisão desejada tem-se 

𝑎0  =  0,43. 

O indivíduo considerado neste trabalho é a representação binária em sequência de 

todas as variáveis do problema. Por exemplo, sendo as variáveis consideradas 𝑎0, 𝑏0, 

ℎ0 e ℎ𝑖 e atribuindo a elas os valores de 5, 5, 6 e 4, respectivamente, para a quantidade 

de bits nas suas representações binárias, tem-se um indivíduo da população 

representado por uma sequência de 20 bits, sequência dos bits de 𝑎0, 𝑏0, ℎ0 e ℎ𝑖, 

conforme apresentado na Figura 5.1 a seguir. 

Figura 5.1 - Representação binária do indivíduo 

 

Fonte: Autora 

 

5.2 POPULAÇÃO INICIAL 
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A quantidade de indivíduos da população inicial é definida pelo usuário. Já os 

indivíduos que compõe a população inicial do processo evolucionário são definidos de 

forma aleatória dentro do espaço de busca para o conjunto de variáveis. Uma vez que 

o problema desenvolvido apresenta restrições, é verificado da população inicial 

quantos indivíduos não atendem a essas restrições e novos indivíduos são gerados 

de forma a se ter 100% da população inicial atendendo ao conjunto de restrições para 

o problema em análise. 

 
5.3 SELEÇÃO DAS PRÓXIMAS POPULAÇÕES 
 

O algoritmo implementado neste trabalho utiliza de dois métodos para definir as 

populações das gerações seguintes. No primeiro método a próxima geração é 

composta de 50% dos indivíduos da geração anterior que apresentaram melhor 

aptidão. Os outros 50% são definidos usando o crossover em pares de indivíduos 

retirados dos 50% melhores indivíduos da geração anterior. O processo de crossover 

é descrito no item 5.4 a seguir e a população definida dessa forma ainda pode sofrer 

alterações pelo processo de mutação descrito no item 5.5. 

No segundo método de seleção a próxima geração é definida de forma proporcional 

aos valores de aptidões dos indivíduos da geração anterior. Indivíduos com maior 

valor de aptidão tem maior probabilidade de serem escolhidos para formar a próxima 

geração. Dessa forma, pares de indivíduos são sorteados da geração anterior, 

considerando nesse sorteio a maior probabilidade dos indivíduos com maior aptidão, 

pares de indivíduos são formados para dar origem aos indivíduos da próxima geração 

podendo ou não sofrer o processo de crossover de acordo com uma taxa de crossover 

definida pelo usuário, como descrito no item 5.4. Também a população definida por 

esse segundo método pode sofrer alterações pelo processo de mutação descrito no 

item 5.5. 

 

5.4 CROSSOVER 
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O processo de crossover no algoritmo genético simula a herança genética que os 

filhos herdam de seus pais no processo de evolução natural. No algoritmo 

implementado neste trabalho o processo de crossover é feito em pares de indivíduos. 

Os indivíduos são formados pelo conjunto de variáveis com seus valores atribuídos 

dentro do espaço de busca de cada variável.  

No método utilizado na implementação os indivíduos são representados por seus 

valores reais, e seus valores inteiros representados na base 2, como mostrado no item 

5.1. O método de crossover implementado sorteia um valor (𝑠1) entre o intervalo inteiro 

(0, 𝑡𝑏𝑖), onde 𝑡𝑏𝑖 é o total de bits utilizado para cada indivíduo, ou seja, a soma dos 

bits utilizados para cada variável. Sendo 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣1 e 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣2 os indivíduos que sofrerão o 

crossover, os novos indivíduos (𝑛𝑒𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣1 e 𝑛𝑒𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣2) são formados da seguinte 

forma: 𝑛𝑒𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣1 é formado pelos bits de 0 até 𝑠1 do 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣1 mais os bits de 𝑠1 até 𝑡𝑏𝑖 

do 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣2, já o 𝑛𝑒𝑤𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣2 é formado pelos bits de 0 até 𝑠1 do 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣2 mais os bits de 𝑠1  

até 𝑡𝑏𝑖 do 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑣1. 

 

5.5 MUTAÇÃO 
 

Após a definição da nova população usando o processo da seleção juntamente com 

o processo de crossover pode-se aplicar obedecendo a uma taxa de mutação definida 

pelo usuário uma mutação no novo indivíduo formado. O usuário define se quer aplicar 

ou não a mutação e no caso da escolha de aplicar a mutação ele define a taxa em 

que ela será aplicada. 

Na mutação percorrem-se todos os bits de cada indivíduo sorteando um número no 

intervalo de (0,1), se o número sorteado é menor que a taxa de mutação definida, o 

bit analisado sofre uma alteração de seu valor. Essa alteração pode ser feita no 

modelo implementado de duas formas: a primeira troca o valor do bit, ou seja, se for 

1 passa a ser 0 ou vice-versa; na segunda sorteia o valor do bit, se o valor sorteado 

for menor que 0,5 o bit será 0, caso contrário será 1. Observa-se que na segunda 

forma de aplicar a mutação tem 50% de chance de a mutação não ocorrer, nesse caso 

a taxa de mutação real é metade da taxa de mutação definida pelo usuário. 
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5.6 ELITISMO 
 

Após a definição da nova população usando o processo da seleção juntamente com 

o processo de crossover e possível mutação dos indivíduos pode-se aplicar o 

processo de elitismo. A é colha da aplicação ou não é definida pelo usuário, no caso 

da escolha da aplicação do elitismo é definida também pelo usuário a quantidade de 

indivíduos da geração anterior serão mantidos na próxima geração. O elitismo só pode 

ser aplicado no processo de seleção proporcional descrito no item 5.3, uma vez que 

no processo de seleção que mantém os 50% melhores indivíduos da geração anterior 

na próxima geração o elitismo já é considerado. 

Definida a quantidade de indivíduos para o elitismo, essa quantidade de indivíduos é 

pega da geração anterior, obedecendo a ordem decrescente dos valores de aptidões, 

e estes indivíduos são trocados de forma aleatória pela mesma quantidade de 

indivíduos da nova geração. 

 
5.7 ESCALONAMENTO 
 

No momento onde será definida a nova população usando o processo de seleção 

proporcional aos valores de aptidões dos indivíduos, tem-se que os indivíduos de 

menor valor de aptidão não sejam selecionados para formarem a nova geração 

quando a diferença entre o valor médio de aptidão e o valor mínimo for muito alta. Isso 

é bom para uma rápida convergência, mas pode fazer com que o algoritmo convirja 

para um mínimo local do problema, ou seja, o algoritmo se concentra muito 

rapidamente em uma parte do espaço de busca do problema.  

O escalonamento pode ou não ser aplicado de acordo com a escolha do usuário, no 

caso de aplicar o escalonamento o usuário define o valor da constante de 

escalonamento (𝑐𝑒). Este processo tem a função de alterar os valores de aptidões 

atribuídos aos indivíduos de forma a diminuir ou aumentar a variabilidade desses 

valores em torno de sua média de acordo com a equação linear definida a seguir para 

a determinação dos novos valores de aptidões dos indivíduos da população.  
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Da equação a seguir verifica-se que 𝑐𝑒 deve ser maior ou igual a 1. No caso de 𝑐𝑒 =

1 os novos valores de aptidões passam todos a serem iguais ao valor médio e o 

processo de seleção ocorre independentemente do valor de aptidão. No caso de 𝑐𝑒 >

 1, por exemplo, 𝑐𝑒 =  1,3, implica que o novo valor máximo de aptidão será igual a 

1,3 vezes o antigo valor médio de aptidão da população. Sendo assim, pode-se 

aumentar ou diminuir a variabilidade dos valores de aptidões da população atribuindo 

para 𝑐𝑒 valores bem maiores que 1 ou próximos a 1, respectivamente. 

𝑣𝑎𝑖 (valores de aptidão com i variando de 1 até o número de indivíduos na 

população) 

𝑣𝑎𝑚í𝑛, 𝑣𝑎𝑚á𝑥, 𝑣𝑎𝑚é𝑑 (valor mínimo, máximo e médio das aptidões) 

𝑎 =
(𝑐𝑒−1)𝑣𝑎𝑚é𝑑

𝑣𝑎𝑚á𝑥−𝑣𝑎𝑚é𝑑
 (coeficiente angular da equação de escalonamento linear) 

𝑏 = (1 − 𝑎)𝑣𝑎𝑚é𝑑 (coeficiente linear da equação de escalonamento linear) 

𝑛𝑣𝑎𝑖 = 𝑎 ∙ 𝑣𝑎𝑖 + 𝑏 (equação que define novo valor da aptidão para os indivíduos) 
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6 FORMULAÇÃO DOS ELEMENTOS FINITOS 

 

Neste capítulo serão apresentadas as formulações utilizadas para o elemento finito 

triangular linear e não linear. Os elementos apresentados são elementos planos de 

três nós com dois graus de liberdade por nó a nível local. Estes elementos são 

capazes de simular estruturas em estado plano de tensão com seus elementos no 

mesmo plano de análise. No entanto, pretende-se analisar neste trabalho vigas de 

perfil I que apresentam elementos em planos diferentes (alma e mesas), assim a nível 

de rigidez global da estrutura deve também ser considerado o grau de liberdade dado 

pelo deslocamento de translação na direção perpendicular ao plano do elemento. 

 
6.1 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO TRIANGULAR LINEAR 
 

Neste trabalho, utilizou-se o elemento CST (Constant Strain Triangle), um elemento 

finito triangular plano de três nós com dois graus de liberdade por nó. Este elemento 

é utilizado sob estado plano de tensões na simulação numérica por meio do Método 

dos Elementos Finitos de estruturas. Os graus de liberdade são dados pelos 

deslocamentos de translações nas direções dos eixos 𝑥 e 𝑦 que formam o plano do 

elemento triangular, como mostrado na Figura 6.1. 

Figura 6.1 - (a) Malha Elemento triangular de três nós (b) Graus de liberdade do elemento triangular 

 

Fonte: Ladeira 2019 

Como este elemento será utilizado para discretizar alma e mesas de perfis de aço eles 

apresentarão em diferentes planos em relação a um sistema de referência global. Em 
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termos de deslocamentos que geram deformações no elemento apenas os graus de 

liberdade no plano do elemento são aplicáveis, no entanto devido ao movimento de 

corpo rígido fora do plano em que se encontra o elemento, um grau de liberdade de 

translação perpendicular ao plano do elemento deve ser inserido na análise global. 

Este grau de liberdade a mais não interfere na definição a nível local da matriz de 

rigidez no elemento, por isso a formulação do elemento apresentada aqui refere-se 

apenas aos dois graus de liberdade no plano do elemento.  

O domínio do elemento é representado por um dado volume de área triangular e 

espessura constante ao longo de toda a área. O elemento triangular bidimensional é 

representado pelo plano médio do domínio, no qual, devido às aproximações para um 

problema em estado plano de tensões, são desprezadas as tensões que surgem no 

plano do elemento e um ponto nesse plano pode se deslocar apenas mantendo-se no 

plano. Dessa forma as equações dos deslocamentos para o elemento são dadas por: 

𝑢(𝑥, 𝑦) e 𝑣(𝑥, 𝑦). 

A partir do tensor de deformação-deslocamento de Green-Lagrange, considerando 

pequenas mudanças de configurações, são obtidas as equações das deformações 

dadas pelas Equações (6.1) a (6.3).  

𝜀𝑥 = 𝑢,𝑥 (6.1) 

𝜀𝑦 = 𝑣,𝑦 (6.2) 

𝛾𝑥𝑦 = 𝑢,𝑦 + 𝑣,𝑥 (6.3) 

Ao considerar o material homogêneo, isotrópico e linear, é estabelecida a relação 

tensão deformação, dada pela Equação (6.4) a seguir, onde 𝐸 é o módulo de 

elasticidade longitudinal do material e 𝑣 o seu coeficiente de Poisson. 

{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} =
𝐸

1 − 𝑣2 [

1 𝑣 0
𝑣 1 0

0 0
1 − 𝑣

2

] {

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑥𝑦

} (6.4) 

Ao aplicar um campo de deformação virtual compatível com o elemento triangular 

deformável encontra-se, pelo princípio dos trabalhos virtuais, a Equação (6.5): 
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𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡 = ∭ 𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉

 

𝑉

 (6.5) 

Onde, 𝛿 é o operador variacional, 𝜎𝑖𝑗 é o estado tensional real em um ponto qualquer 

no elemento, e 𝛿𝜀𝑖𝑗 é o estado de deformação virtual em um ponto qualquer no 

elemento, em outros termos, é a deformação gerada pelo campo de deslocamento 

virtual aplicado ao elemento. Aplicando o operador variacional nas Equações (6.6) a 

(6.8) das deformações tem-se às equações a seguir. 

𝛿𝜀𝑥 = 𝛿𝑢,𝑥 (6.6) 

𝛿𝜀𝑦 = 𝛿𝑣,𝑦 (6.7) 

𝛿𝜆𝑥𝑦 = 𝛿𝑢,𝑦 + 𝛿𝑣,𝑥 (6.8) 

Substituindo as Equações (6.6) a (6.8) na expressão do princípio do trabalho virtual e 

desprezando as tensões tangenciais e normais ao plano de normal na direção 𝑧, 

obtêm-se à Equação (6.9) para o trabalho virtual interno. Nessa equação 𝑡 é a 

espessura do elemento triangular. 

𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡 = 𝑡 ∬[𝛿𝑢,𝑥𝜎𝑥 + 𝛿𝑣,𝑦𝜎𝑦 + (𝛿𝑢,𝑦𝜎𝑦 + 𝛿𝑣,𝑥𝜎𝑥)𝜏𝑥𝑦]𝑑𝐴

 

𝐴

 (6.9) 

Na aproximação por elementos finitos, baseada em deslocamentos, as equações 

destes deslocamentos são aproximadas por funções de forma associadas aos 

deslocamentos nodais (𝑞). Para as funções de interpolação nos elementos 

triangulares é comum utilizar as chamadas coordenadas naturais. Para descrever 

essas coordenadas, considere-se a Figura 6.2, onde está representado um triângulo 

de área A.  
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 Figura 6.2 - Definição das coordenadas naturais de triângulo 

 

Fonte: Bathe, 1982. 

Considere então, um ponto P, de coordenadas (𝑥, 𝑦) interno ao triângulo, sabendo que 

𝐴1, 𝐴2 e 𝐴3 são as áreas dos triângulos 𝑃23, 𝑃31 e 𝑃12, respectivamente. Adota-se 

relações entre cada uma dessas áreas e a área total do triângulo, chegando às 

seguintes equações: 

𝜉1 =
𝐴1

𝐴
 (6.10) 

𝜉2 =
𝐴2

𝐴
 (6.11) 

 𝜉3 =
𝐴3

𝐴
 (6.12) 

Pode ser observado da Figura 6.2 que quando o ponto P se move para um dos nós, 

a coordenada natural correspondente assume o valor unitário enquanto as demais se 

anulam. O ponto P fica definido por 𝜉1, 𝜉2 e 𝜉3 que são as coordenadas naturais do 

triângulo. Uma vez que 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 = 𝐴 e 𝑥1 ,  𝑥2 , 𝑥 3  e 𝑦1, 𝑦2 , 𝑦3 são as 

coordenadas dos vértices do triângulo em relação a um sistema de referência 

qualquer, as coordenadas do ponto P em relação a este sistema de referência podem 

ser associadas às coordenadas naturais pelas Equações (6.11), (6.12) e (6.13). Desta 

forma, cada ponto do triângulo equivale a um, e apenas um, conjunto  𝜉1, 𝜉2 e 𝜉3. 

1 1 2 2 3 3x x x x      (6.13) 
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1 1 2 2 3 3y y y y      (6.14) 

1 2 3 1    
 

(6.15) 

Para um ponto P qualquer, de coordenadas (𝑥, 𝑦) no interior do triângulo é possível 

determinar as áreas dos três triângulos mostrados na Figura 6.2 usando as Equações 

(6.16) a (6.18). Já a área A do elemento triangular pode ser estabelecida pela Equação 

(6.19). 

1
1 3 2 2 3 2 22

[( ) ( ) ( ) ( )]A x x y y y y x x        (6.16) 

1
2 1 3 1 3 1 12

[( ) ( ) ( ) ( )]A x x y y x x y y       
 

(6.17) 

1
3 2 1 1 2 1 12

[( ) ( ) ( ) ( )]A x x y y y y x x       
 

(6.18) 

1
1 3 2 3 2 3 1 32

[( ) ( ) ( ) ( )]A x x y y x x y y       
 

(6.19) 

É necessário que áreas A1, A2, A3 e A da forma que foram definidas nas Equações 

(6.16) a (6.19) sejam positivas, e para isso, os nós 1, 2 e 3 do triângulo da Figura 6.2a 

devem ser escolhidos de tal forma que o sentido de percurso do nó 1 ao 3 seja sempre 

anti-horário. Adotando 𝜉1 = 𝜉, 𝜉2 = 𝜂, as equações das coordenadas paramétricas em 

função de 𝑥 e 𝑦 são dadas pelas Equações (6.20) e (6.21) a seguir.  

2 3 3 2 3 2 2 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

y y x x y y x x x y

A A A
x y

    
  

  

 
(6.20) 

3 1 1 3 3 1 1 3 1 1( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

y y x x x x y y y x

A A A
x y

    
  

  

 
(6.21) 

As Equações (6.13), (6.14) e (6.15) vistas em conjunto, estabelecem um mapa entre 

o domínio paramétrico e o domínio cartesiano. A Figura 6.3 representa o mapeamento 

do elemento triangular da Figura 6.2a no espaço paramétrico. Sendo assim, para os 

elementos triangulares de três nós são apresentadas nas Equações (6.22), (6.23) e 

(6.24) as funções de forma em termos das coordenadas naturais. 

1 1 ξN    (6.22) 

22  N     (6.23) 
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1 2 3 3 3 1 211    N           (6.24) 

 

Figura 6.3 - Domínio paramétrico em coordenadas naturais 

 

 

Fonte: (Fish e Belytschko, 2007) 

 

O vetor dos deslocamentos nodais é definido por 𝐪 = {𝑢1  𝑢2  𝑢3  𝑣1  𝑣2  𝑣3  }𝑇 e as 

funções de interpolação são dadas pelo conjunto de Equações (6.25) representadas 

pelo vetor coluna 𝚽𝑇 = (𝑁1  𝑁2  𝑁3) de três termos. Dessa forma, definem-se as 

equações aproximadas dos deslocamentos associadas aos deslocamentos nodais q.  

q

T T

T T

u

v

 

 

  
   

    
 (6.25) 

Na Equação (6.25), 𝚶 é um vetor coluna nulo de três termos. Os deslocamentos u e v 

são funções dos deslocamentos nodais, e seus variacionais podem ser escritos a 

partir da expressão: 𝛿𝑎 = 𝛿𝐪𝑇 (
𝜕𝑎

𝜕𝒒
), onde 𝐪 é o vetor dos deslocamentos nodais, 𝜕 o 

operador diferencial e 𝑎 substituído por 𝑢 e 𝑣. Ao substituir esses variacionais na 

Equação (6.9) encontra-se o trabalho virtual de um elemento triangular aresentado na 

Equação (6.26). 
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, ,, ,
int [ ( ) ]q

q q q q

y yx xT
x y xy

A

v uu v
W t dA    

  
   

   


 

(6.26) 

O trabalho virtual externo, dado por  ext
T

extW fq  . Nesta equação extf  é o vetor de 

forças externas no elemento, constituído pelas forças externas aplicadas diretamente 

na direção dos graus de liberdade do elemento, e pelas forças nodais equivalentes 

encontradas a partir do carregamento externo atuando no contorno do elemento. Da 

condição intWWext    encontra-se a Equação (6.27):  

, ,, ,
[ ( ) ]q q

q q q q

y yx xT T
x y xy ext

A

v uu v
t dA    

  
   

   
 f  (6.27) 

Uma vez que a expressão acima deve valer para qualquer campo de deslocamento 

virtual compatível ( q ), é necessário que: 0ff  extint , onde intf  é o vetor de forças 

internas dado pela Equação (6.28): 

, ,, ,
int [ ( ) ]f

q q q q

y yx x
x y xy

A

v uu v
t dA  

  
   

   


 

(6.28) 

O vetor de forças internas para o elemento triangular da Equação (6.28) pode ser 

reescrito na forma apresentada pela Equação (6.29). 

, ,

, ,

f
x x xy y

int

y y xy xA

t dA
 

 

 

 

 
  

  
  (6.29) 

Para obter a matriz de rigidez tangente, utiliza-se o método de Newton-Rapshon na 

solução do problema 0ff  extint , sendo necessária a determinação da derivada 

dessa expressão em relação aos deslocamentos nodais. Uma vez que extf   é 
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constante em relação aos deslocamentos nodais, a matriz de rigidez tangente é dada 

por, 
q

f
K




 int . 

, ,

, ,

q q
K

q q

TT

xyx
x y

T T
A y xy

y x

t dA



 

 

 

   
    

     
  

      
    

     

  (6.30) 

Na Equação (6.30), a derivada da tensão normal na direção 𝑥 em relação aos 

deslocamentos nodais é dada por: 

q q q

yx x x x

x y

   

 

   
 

    
 (6.31) 

Da Equação (6.4) temos que 21
( )E

x x y
  


  , portanto as derivadas em relação às 

deformações  𝜀𝑥 e 𝜀𝑦  são dadas por  
𝐸

1−𝜈2 e  
𝐸𝜈

1−𝜈2, respectivamente. As derivadas das 

deformações lineares em relação aos deslocamentos nodais são dadas pelas 

expressões a seguir. 

, ,

q q

x xx
u 



  
   

   
 (6.32) 

,

,q q

y y

y

v 



   
   

   

 (6.33) 

Substituindo as Equações (6.32) e (6.33) na derivada dos deslocamentos nodais 

(Equação (6.31)), obtêm-se a Equação (6.34): 

,

2
,1q

xx

y

E







 
  

   
 (6.34) 

De forma similar à descrita para tensão normal na direção 𝑥, obtêm-se as Equações 

(6.35) e (6.36) para as derivadas em relação aos deslocamentos nodais das outras 

tensões atuantes no elemento. 
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,

2
,1q

xy

y

E 







  
  

   
 (6.35) 

,

,2(1 )q

yxy

x

E







 
  

    
 (6.36) 

Nas Equações (6.37) e (6.38) são determinadas as derivadas das funções de forma 

em relação aos eixos 𝑥 e 𝑦. 

2 3

2 3 3 1
, , , , , 3 1

1 2

1 0
1

0 1
2 2 2

1 1

x x x

y y
y y y y

y y
A A A

y y

    

     
      

          
            

 (6.37) 

3 2

3 2 1 3
, , , , , 1 3

2 1

1 0
1

0 1
2 2 2

1 1

y y y

x x
x x x x

x x
A A A

x x

    

     
      

          
            

 (6.38) 

 Para mudança do domínio de integração 𝑑𝐴 =  𝑑𝑥𝑑𝑦 para 𝑑𝜉𝑑𝜂 é utilizada a relação 

𝑑𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝑱𝑑𝜉𝑑𝜂 onde 𝑱 é a matriz jacobiano da transformação das coordenadas 𝑥 e 𝑦 

para as coordenadas paramétricas 𝜉 e 𝜂 dada pela equação (6.39) a seguir. Dessa 

forma, 𝑑𝑒𝑡𝑱 =  2𝐴.  

, ,

, ,

J
x y

x y

 

 

 
  
 

 (6.39) 
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6.2 FORMULAÇÃO DO ELEMENTO TRIANGULAR NÃO LINEAR 
 

Nesta seção é apresentado um elemento triangular para análise não linear física de 

estruturas planas que difere do elemento triangular do capítulo anterior apenas na 

definição da matriz constitutiva e no cálculo dos esforços internos e suas derivadas. 

Rots et al. (1984) e também Huang et al. (2003) apresentam um modelo de análise 

não linear física para problemas de placas sobre comportamento de membrana e 

flexão. Neste modelo, os autores consideram uma degradação do módulo de 

elasticidade do material, quando este apresenta um estado de tensão fora de sua 

região segura. Este modelo é usado neste trabalho, sendo o critério de falha de Von 

Mises para o material aço adotado para definir a região segura do material. 

É utilizado, neste trabalho, um método incremental de análise para solução do 

problema não linear. Neste método, em cada passo considera-se material com 

comportamento linear, cujo módulo de elasticidade é dado pela tangente à curva 

tensão-deformação do material. 

Verificando que o material apresenta um estado tensional fora de sua região segura o 

comportamento do material é considerado ortotrópico, ou seja, apresenta 

características diferentes para cada direção principal. São utilizados neste trabalho, 

os subscritos 1 e 2 para indicar as direções principais, onde a direção 1 é a de maior 

deformação principal. Nos casos onde as deformações principais (𝜀1 e 𝜀2) definem 

uma deformação de von Mises  fora da região segura, o material é considerado 

ortotrópico com relação tensão-deformação desacoplada nas direções principais, 

conforme apresentada na matriz constitutiva do material, dada pela Equação (6.40). 

 

1

12 2

1
1 22

0 0

0 0

0 0

D

E

E

G G

 
 

  
    

(6.40) 

As tangentes à curva tensão-deformação do material nos pontos  𝜀 =  𝜀1 e 𝜀 =  𝜀2  

representam 𝐸1 e 𝐸2 na Equação (6.40), respectivamente. Já o módulo de elasticidade 

transversal é dado por: 𝐺1 =
𝐸1

2(1+𝑣)
   e 𝐺2 =

𝐸2

2(1+𝑣)
 . A partir de 𝐃12 e o  ângulo de 
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rotação dos eixo principais pode-se definir a matriz de rigidez na direção dos eixos 

ortogonais x e 𝑦, como descrito a seguir. 

As tensões e deformações principais podem ser relacionadas com as tensões e 

deformações em relação aos eixos 𝑥 e 𝑦 quaisquer da forma: 

12τ R τxy  (6.41) 

12ε R εxy  (6.42) 

onde: 

2 2

2 2

cos (2 )

( ) cos (2 )

1 1
(2 ) (2 ) cos(2 )

2 2

sen sen

sen sen

sen sen



  

   

  

 
 
 

  
 
 
 

R   (6.43) 

2 2

2 2

1
cos (2 )

2

1
( ) cos (2 )

2

(2 ) (2 ) cos(2 )

εR

sen sen

sen sen

sen sen

  

   

  

 
 
 
  
 
 

 
  

 (6.44) 

O ângulo de rotação dos eixos principais em relação aos eixos x e y, é representado 

por 𝜑. Substituindo as Equações (6.41) e (6.42) na relação tensão-deformação dada 

em relação às direções principais, 12 12 12τ = D ε , e da relação entre as matrizes (6.43) 

e (6.44), 
1R RT

 
   , tem-se: 

12
T

xy xy τ R D R ε , logo: (6.45) 

12D R D R
T

xy  
 

(6.46) 

A matriz constitutiva para a relação tensão-deformação dada no sistema de referência 

𝑥𝑦 é obtida expandindo a Equação (6.46), e seus termos são dados pelas Equações 

(6.48) à (6.53). 
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11 12 13

22 23

33

Dxy

D D D

D D

Sim D

 
 


 
  

 (6.47) 
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111  senGGsenEED    (6.48) 

))(4)(2( 2121

2

4
1

12 GGEEsenD    (6.49) 
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13  GGsenEEsenD   (6.50) 

)2()(cos 2

212
14

2

4

122  senGGEsenED    (6.51) 

 )2cos)(cos( 21

2

2

2

1

2

2
1

23  GGEsenEsenD   (6.52) 

)2(cos)())(2( 2

212
1

21

2

4
1

33  GGEEsenD   (6.53) 

Quando as deformações principais estiverem fora da região de falha do material, este 

é considerado isotrópico com 𝐸1 =  𝐸2 =  𝐸, 𝐺1 =  𝐺2 =  𝐺 e a matriz 𝐃𝑥𝑦 da Equação 

(6.47) assume a forma reduzida dada pela Equação (6.54). 

2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

   Dxy

E
 

- v
-







 
 
 
 
 
 
 

  (6.54) 

A relação entre as constantes de Lamé e o módulo de elasticidade do material e o 

coeficiente de Poisson são: )1/( 2vE    e  )1/(5,0 vEG  . Para o caso geral da 

relação tensão-deformação para o elemento analisado tem-se a Equação (6.55) dada 

a seguir. 

11 12 13

22 23

33

x x

y y

xy xy

D D D

D D

Sim D

 

 

 

    
    

    
        

 (6.55) 
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De forma equivalente ao elemento triangular linear apresentado no capítulo 6.1 deste 

trabalho chega-se ao mesmo vetor de força interna (Equação (6.29)) e a mesma matriz 

de rigidez tangente para o elemento não linear (Equação (6.30)). Diferenciando 

apenas na determinação das derivadas das tensões em relação aos deslocamentos 

nodais.  

Da Equação (6.55) tem-se xyyxx DDD  131211  , logo as derivadas em relação às 

deformações x , y  e xy , são dadas por 
11D , 

12D  e 
13D , respectivamente. Já as 

derivadas das deformações em relação aos deslocamentos nodais são dadas pelas 

Equações (6.56) à (6.58). 

, ,

q q

x xx
u 



  
   

     
(6.56) 

,

,q q

y y

y

v 



   
   

     
(6.57) 

,

,q

yxy

x

 



 
  

     

(6.58) 

Substituindo as Equações (6.57) a (6.58) na derivada da tensão normal na direção x 

em relação aos deslocamentos nodais, tem-se: 

11 13

12 13

,x ,yx

,y ,x

D D

D D

  

 

   
  

   q
 (6.59) 

De forma similar à descrita para tensão normal na direção x, pode-se chegar às 

Equações (6.60) e (6.61) para as derivadas em relação aos deslocamentos nodais 

das outras tensões atuantes no elemento. 

12 23

22 23

,x ,yy

,y ,x

D D

D D

  

 

   
  

   q
 (6.60) 
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  
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   
  

   q
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7 GERADOR DE MALHA 

 

Para a utilização do elemento finito descrito nos itens anteriores na avaliação 

estrutural de vigas de aços alveolares é necessária a discretização da viga em 

elementos triangulares. O procedimento para essa discretização deve ser 

automatizado em relação às variáveis de projeto descritas no capítulo 2. Neste item 

são apresentados os conceitos usados para a implementação deste procedimento. 

Para a definição da malha de elementos finitos são necessários alguns parâmetros 

que devem ser fornecidos pelo usuário, como: 𝑛𝑣 – número de vãos na viga; 𝐿𝑖 – 

comprimento de cada vão, com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑣, sendo assim, o comprimento 

total da viga é dado por 𝐿𝑡𝑜𝑡 = ∑ 𝐿𝑖
𝑛𝑣
𝑖=1 ;  𝑛𝑎 – número de apoios na viga; 𝑝𝑎𝑝𝑖 – posição 

dos apoios em relação a extremidade esquerda da viga, com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑎; 

𝑔𝑑𝑙[6]𝑖 – vetor que identifica quais dos seis graus de liberdade do apoio 𝑖 estão 

impedidos ou livres, com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑎; 𝑛𝑃 – quantidade de cargas 

concentradas aplicada na viga; 𝑃𝑖 – valores das cargas concentradas com 𝑖 variando 

de 1 até 𝑛𝑃; 𝑝𝑃𝑖 – posição das cargas concentradas em relação a extremidade 

esquerda da viga, com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑃; 𝑞𝑖 – valor do carregamento distribuído 

atuando em cada vão, com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑣; 

Já os valores de 𝑎0, 𝑏0, ℎ0 e ℎ𝑖 são passados pelo algoritmo genético para a função 

que avalia as aptidões de cada indivíduo, ou seja, a análise de elementos finitos na 

viga alveolar para definição do carregamento suportado pela viga. 

Definindo como ps (passo) a distância entre os centros dos alvéolos, ou seja, 𝑝𝑠 =

 𝑎0  +  𝑏0, determina-se a quantidade de passos (𝑞𝑝) ao longo do eixo da viga e a 

posição do centro do primeiro alvéolo da viga (𝑥𝑐1, 𝑦𝑐1). Na equação (7.1) é usada a 

função inteiro( a ). Esta função devolve o valor inteiro obtido do truncamento do valor 

real a passado para ela, ou seja, não verifica critério de arredondamento. 

inteiro totL
qp

ps

 
  

 
 (7.1) 

 1
1 2

1totxc L qp ps      (7.2) 
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1 0 iyc h h   (7.3) 

 

No presente trabalho foram implementados no gerador de malha três tipos de 

alvéolos: circular, elíptico e hexágono; sendo que o circular é um caso particular do 

elíptico, mas por envolver uma variável a menos ele é tratado de forma diferente. O 

algoritmo para gerar a malha de elementos triangulares usa três funções como 

mostrado na Figura 7.1. Dessa figura observa-se que as funções 

𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜( ) e 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑓𝑖𝑚( ) independem do tipo de alvéolo, somente 

do tipo da seção, que no presente trabalho só foi implementada para seção do tipo 

𝐼 (simétrico ou não). A função 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( ) gera a malha para um 

alvéolo e é repetida para definição da malha dos outros alvéolos. 

Figura 7.1 - Funções utilizadas na geração de malha de elementos triangulares 

 

Fonte: autora 

Devido o elemento utilizado na discretização das vigas alveolares apresentar funções 

de interpolação lineares, uma malha muito refinada é necessária para se ter uma boa 

resposta da análise numérica. Isto gera um esforço computacional grande nas 

análises numérica devendo sempre que possível usar da simetria do problema para 

reduzir a ordem dos sistemas de equações lineares resolvidos nas análises. 

No caso de poder e querer utilizar a condição de simetria da viga duas possibilidades 

podem acontecer, uma onde o eixo de simetria passa na metade da distância entre 

os alvéolos, nesse caso a geração de malha ocorre usando as funções definidas na 

Figura 7.1. A outra possibilidade é o eixo de simetria passando no centro do alvéolo, 
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nesse caso a função 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑓𝑖𝑚_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒(  ) para a parte final da viga depende 

do tipo de alvéolo, como mostrado na Figura 7.2. 

  

Figura 7.2 - Funções utilizadas na geração de malha considerando simetria da viga 

 

Fonte: autora 

Na função 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜( ) é usada uma discretização estruturada sendo 

definida linhas de nós de mesma coordenadas 𝑥 e variando 𝑦 e 𝑧, onde 𝑥 é o eixo 

coincidente com o eixo da viga.  As distâncias entre as diferentes linhas de nós no 

eixo x, e na mesma linha as distâncias entre os nós (coordenadas y e z dos nós) são 

definidas pelo parâmetro cateto limite (𝑐𝑙) definido pelo usuário. Quanto menor esse 

parâmetro mais discretizada a malha e maior o tempo de análise do método dos 

elementos finitos. Com esse parâmetro e as dimensões da mesa inferior, mesa 

superior e alma define-se a quantidade de nós a ser discretizada por linha. Já com a 

distância do comprimento inicial da viga (antes do primeiro alvéolo) define-se a 

quantidade de linha para a malha inicial. As equações (7.4), (7.5) e (7.6) a seguir 

definem essas quantidades. 

arredondar
fib

ndmi
cl

 
  

 

 (7.4) 

arredondar
fsb

ndms
cl

 
  

 

 
(7.5) 

arredondar wah
ndalm

cl

 
  

 
 

(7.6) 

Onde:  
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𝑛𝑑𝑚𝑖 – número de divisões da mesa inferior; 

𝑛𝑑𝑚𝑠 – número de divisões da mesa superior; 

𝑛𝑑𝑎𝑙𝑚 – número de divisões da alma 

𝑏𝑓𝑖 – largura da mesa inferior; 

𝑏𝑓𝑠 – largura da mesa superior; 

ℎ𝑤𝑎  =  ℎ𝑤  +  ℎ0 – altura da mesa da viga com alvéolo (hw altura do perfil I); 

Nas equações acima 𝑛𝑑𝑚𝑖 e 𝑛𝑑𝑚𝑠 tem que ser valores pares para se ter os nós de 

contato entre a alma e as mesas. Dessa forma, se os valores forem ímpares são 

somados a eles mais uma divisão.  A função 𝑎𝑟𝑟𝑒𝑑𝑜𝑛𝑑𝑎𝑟( ) pega o inteiro mais 

próximo e maior que o número real quando o decimal do número real é maior ou igual 

a 0,5, caso contrário pega o inteiro mais próximo e menor que o valor real. 

Na função “𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑓𝑖𝑚( )” é adotado o mesmo procedimento usado na função 

𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜( ) diferenciando somente na primeira linha de nós que deve ter 

as mesmas coordenadas dos nós da última linha da função 

𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( ). 

Na função 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( ) as linhas de nós de mesma coordenada 𝑥 

são geradas de forma semelhante à função 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜( ) desconsiderando 

os nós da alma que tem coordenada (𝑥, 𝑦) no plano da alma dentro da elipse que 

forma o alvéolo. Já os nós no contorno da elipse são gerados de vértice a vértice da 

elipse considerando o comprimento do arco da elipse (distância de um nó até o outro) 

igual ao parâmetro cateto limite (𝑐𝑙). A pesar da pouca dificuldade a mais no processo 

de geração dos nós uma atenção especial deve ser dada no momento de formar os 

elementos que conectam estes nós. 

Ao término de aplicação da geração dos nós e elementos pela função 

𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( ) uma função de suavização da malha de elementos 

finitos é aplicada aos elementos gerados por 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( ) e 
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contidos na alma da viga de perfil 𝐼. Essa suavização verifica se para dois elementos 

triangulares com uma de suas arestas em comum pode ser feita uma troca dos 

vértices conectados de forma que os ângulos internos dos novos triângulos formados 

sejam mais uniformes, como é mostrado na figura a seguir. Essa troca é feita sempre 

que a nova aresta tenha comprimento menor que a aresta anterior. 

 

  

Figura 7.3 - Suavização da malha 

 

Fonte: autora 

 

A função “𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑓𝑖𝑚_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( )” é semelhante à função 

“𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟_𝑚𝑎𝑙ℎ𝑎_𝑎𝑙𝑣𝑒𝑜𝑙𝑜_𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒( )” com a diferença dos nós serem gerados até a linha 

que passa pelo centro do alvéolo. Outra diferença é que nessa função os índices que 

identificam os nós da última linha são guardados para posterior definição de restrição 

de rotação em torno do eixo 𝑧 e de translação ao longo do eixo 𝑥, condições de apoio 

necessárias para análise de apenas uma das partes da simetria da viga. No caso do 

elemento triangular de três nós baseado em deslocamentos, somente os graus de 

liberdade de translação estão ativos; sendo assim, a condição de simetria é definida 

pelo impedimento de translação em x nos nós da seção de simetria. 

Na definição dos nós que tem deslocamentos restritos devido a apoios externos a 

formulação implementada permite que estes nós sejam apenas os nós de contato 

entre a mesa inferior e a alma da viga, com exceção dos nós da condição de simetria 

explicada no parágrafo anterior. Os índices que identificam esses nós são guardados 

no vetor 𝑎𝑝𝑖 com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑎𝑝 (número de nós que podem ter restrição de 
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apoios). Os passos definidos a seguir são utilizados na definição das condições de 

apoio da viga. 

Passo1: 𝑖 =  0; 

Passo2: 𝑖 =  𝑖 +  1; 

Passo3: Fazer 𝑗 variar de 1 até 𝑛𝑎𝑝 até encontrar o nó que tenha a mesma 

coordenada 𝑥 do apoio fornecido pelo usuário, ou seja, 𝑥[𝑎𝑝𝑗]  =  𝑝𝑎𝑝𝑖. 

Guardar o índice j em que isso acontece, ou seja, 𝑘 =  𝑗. Caso 𝑥[𝑎𝑝𝑗] = 𝑝𝑎𝑝𝑖 

não seja satisfeito para nenhum nó da lista 𝑎𝑝𝑗 será guardado o índice 𝑗 (𝑘 =

 𝑗) para o nó que está mais próximo do apoio. 

Passo4: Faça com que as restrições de deslocamentos do nó de índice 

𝑎𝑝𝑘 sejam iguais às restrições do apoio 𝑖 definidas pelo usuário. Caso o nó 

de índice 𝑎𝑝𝑘 não satisfaça 𝑥[𝑎𝑝𝑘]  =  𝑝𝑎𝑝𝑖 altere a sua coordenada 𝑥 para 

a coordenada do apoio i definida pelo usuário, ou seja,  k ix ap pap . 

Passo5: Se i menor ou igual ao número de apoio fornecido pelo usuário (𝑛𝑎) 

voltar ao Passo2, caso contrário encerra-se os passos. 

Na definição dos nós que tem carregamento concentrado (forças e momentos) 

aplicados a formulação implementada permite que estes nós sejam apenas os nós de 

contato entre a mesa superior e a alma da viga. Os índices que identificam esses nós 

são guardados no vetor 𝑓𝑐𝑖 com 𝑖 variando de 1 até 𝑛𝑓𝑐 (número de nós que podem 

ter forças concentradas). Os passos definidos a seguir são utilizados na definição dos 

carregamentos concentrados na viga. 

Passo1: 𝑖 =  0; 

Passo2: 𝑖 =  𝑖 +  1 

Passo3: Fazer 𝑗 variar de 1 até 𝑛𝑓𝑐 até encontrar o nó que tenha a mesma 

coordenada 𝑥 do carregamento concentrado fornecido pelo usuário, ou seja, 

𝑥[𝑓𝑐𝑗]  =  𝑝𝑃𝑖. Guardar o índice 𝑗 em que isso acontece, ou seja, 𝑘 =  𝑗. Caso 
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𝑥[𝑓𝑐𝑗]  =  𝑝𝑃𝑖 não seja satisfeito para nenhum nó da lista 𝑓𝑐𝑗 será guardado 

o índice 𝑗 (𝑘 =  𝑗) para o nó que está mais próximo do carregamento 

concentrado. 

Passo4: Faça com que as forças e momentos concentrados no nó de índice 𝑓𝑐𝑘 

sejam iguais às forças e momentos do carregamento concentrado i definidos 

pelo usuário. Caso o nó de índice 𝑓𝑐𝑘 não satisfaça 𝑥[𝑓𝑐𝑘]  =  𝑝𝑃𝑖 altere a 

sua coordenada x para a coordenada do apoio i definida pelo usuário, ou 

seja, 𝑥[𝑓𝑐𝑘] ← 𝑝𝑃𝑖  . 

Passo5: Se 𝑖 menor ou igual ao número de carregamentos concentrados 

fornecido pelo usuário (𝑛𝑃) voltar ao Passo2, caso contrário encerra-se os 

passos. 

Assim como no carregamento concentrado, para a definição do carregamento 

distribuído na viga a formulação implementada permite que o carregamento 

distribuído, transformado em carregamento nodal equivalente, seja aplicado somente 

nos nós de contato entre a mesa superior e a alma da viga. O vetor que guarda os 

índices que identificam esses nós assim como a quantidade desses nós são os 

mesmos definidos para o carregamento concentrado. O carregamento distribuído é 

dado por vão e os passos definidos a seguir são utilizados na determinação dos 

carregamentos nodais equivalentes referentes ao carregamento distribuído na viga. 

Passo1: 𝑖 =  0, 𝑘 =  1 𝑒 𝑠𝐿 =  0; 

Passo2: 𝑖 =  𝑖 +  1,, e 𝑠𝐿 =  𝑠𝐿 +  𝐿𝑖 com 𝐿𝑖 o vetor que guarda os 

comprimentos de cada vão da viga fornecidos pelo usuário; 

Passo3: Fazer j variar de 𝑘 até encontrar o nó que tenha coordenada x maior 

que o comprimento do vão, ou seja, 𝑥[𝑓𝑐𝑗]  >  𝑠𝐿. Depois de atendida essa 

condição fazer 𝑘 =  𝑗 –  1; 

Passo4: Para os nós encontrados no Passo3 determinar a distância entre os nós 

sucessivos, multiplicar essa distância pelo carregamento distribuído 
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fornecido pelo usuário (𝑞𝑖) e aplicar metade desse valor como carregamento 

concentrado em cada nó. 

Passo5: Se 𝑖 menor ou igual ao número de vãos fornecido pelo usuário (𝑛𝑣) 

voltar ao Passo2, caso contrário encerra-se os passos.  
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8  VALIDAÇÃO DA ANÁLISE NUMÉRICA 

 

Na validação do modelo utilizado nas análises numéricas necessárias para a 

determinação da capacidade de carga das vigas alveolares foram utilizados os 

resultados experimentais de Redwood e McCutcheon (1968) e Toprac e Cooke (1959) 

e numéricos de Dias (2017) e Silveira (2011). 

 

8.1 VIGA BI-APOIADA COM UM FURO 
 

Para realizar a análise do comportamento das vigas de aço com aberturas na alma, 

Dias (2017), utiliza o software Ansys para realizar a modelagem de forma 

parametrizada, validando sua modelagem por meio de um estudo numérico, 

apresentado por Chung et al. (2001) e um estudo experimental realizado por Redwood 

e McCutcheon (1968).  

 

8.1.1 Descrição do modelo utilizado para a validação 

 

Dias (2017) realiza seu estudo numérico para uma viga biapoiada, em perfil I com uma 

única abertura circular na alma, para evitar a flambagem local foi utilizado um 

enrijecedor no ponto de aplicação da carga.   

A viga analisada tem seção transversal apresentando a alma com altura de 206,3mm 

e espessura de 6,32mm, e duas mesas iguais, com largura igual a 133,4mm e 

espessura igual a 8,23mm. A distância total entre os apoios é de 1524mm, e a carga 

concentrada é aplicada na metade desta distância. O furo, com diâmetro de 114mm 

está localizado à uma distância de 457mm do apoio esquerdo, e centralizado em 

relação à altura do perfil. Na Figura 8.1, podem ser observadas as propriedades 

geométricas da viga analisada.  
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Figura 8.1 - Propriedades geométricas da vida analisada 

 

Fonte: Chung et al. 2001 

 

As propriedades dos materiais foram consideradas de acordo com os protótipos dos 

testes, para as mesas foi adotada uma tensão de escoamento de 352 MPa e uma 

tensão de ruptura de 503 MPa, enquanto para a alma foi adotada uma tensão de 

escoamento de 376 MPa e uma tensão de ruptura 512 MPa. Foi adotada um 

encruamento de 5% para considerar o comportamento elasto-plástico bilinear do 

material. 

O modelo foi desenvolvido por meio do método dos elementos finitos utilizando o 

software de análise estrutural Ansys, utilizando-se elementos sólidos SOLID185 

presente na biblioteca do software. O elemento SOLID185 é usado para modelagem 

de estruturas sólidas em três dimensões, possuindo 8 nós, com três graus de 

liberdade por nó. A Figura 8.2 apresenta o elemento finito utilizado por Dias (2017). 
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Figura 8.2 - Elemento SOLID185 

 

Fonte: Dias 2017 

 

A criação da malha de elementos finitos foi realizada de modo a obter uma malha mais 

refinada próxima à região da abertura, para melhor representar os efeitos das 

distribuições de tensões, e uma malha menos refinada no restante da estrutura. A 

divisão em dois tipos de elementos, é também justificada pelo tempo de 

processamento e capacidade computacional de armazenamento envolvida. A malha 

utilizada por Dias (2017) pode ser observada na Figura 8.3. 

Figura 8.3 - Malha de elementos finitos 

 

Fonte: Dias 2017 
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8.1.2 Modelo utilizado neste trabalho e comparação dos resultados 

 

No presente trabalho, foram utilizadas a mesma geometria e propriedades de 

materiais consideradas nos trabalhos de Dias (2017) e Redwood e McCutcheon 

(1968), entretanto, aqui foi utilizada uma malha de elementos finitos seguindo o critério 

de geração de malhas apresentado no capítulo 7.  

Na definição da malha de elementos finitos foi utilizada o fator cl = 1cm para o limite 

do tamanho dos lados dos elementos triangulares. Na Figura 8.4 é apresentada uma 

parte da malha de elementos finitos usada para a análise numérica. 

 
Figura 8.4 - Representação da malha de elementos finitos 

utilizada para a análise numérica 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 8.5 são mostradas as curvas carga deslocamento para a viga analisada. 

Observa-se dessa figura que a resposta numérica obtida pelo elemento finito 

apresentado neste trabalho é bastante próxima aos resultados experimental, obtido 

por Redwood e McCutcheon (1968), e numérico obtido por Dias (2017). 
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Figura 8.5 - curvas carga deslocamento 

 

Fonte: Autora 

 

Nas figuras a seguir são mostradas as análises de tensões principais na viga 

analisada para o carregamento último. A Figura 8.6 mostra a maior tensão principal e 

a Figura 8.7 a menor tensão principal. Para a maior tensão principal as cores vermelho 

escuro e vermelho identificam, respectivamente, plastificação do material e eminência 

de plastificação. Já na menor tensão principal são as cores azul escuro e azul que 

identificam esse comportamento do material. Observa-se das figuras a formação das 

quatros rótulas plásticas, duas por tração e duas por compressão, no furo. Tal 

fenômeno também foi verificado nos resultados numéricos de Dias (2017). 
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Figura 8.6 - Maior tensão principal para o carregamento último 

 

Fonte: Autora 

 
 

Figura 8.7 - Menor tensão principal para o carregamento último 

 

Fonte: Autora 

 
 
 
8.2 VIGA BI-APOIADA COM ALVÉOLOS HEXAGONAIS 
 

Silveira (2011) realiza a análise numérica de uma série de modelos de vigas 

casteladas padrão Litzka, e valida os seus resultados numéricos a partir dos 

resultados experimentais obtidos por Toprac e Cooke (1959). Para a validação do 

modelo numérico utilizado no presente trabalho, foi escolhido um dos modelos 

analisados nos trabalhos citados e os resultados foram comparados.  

8.2.1 Descrição do modelo utilizado na validação 
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O estudo numérico de Silveira (2011) é realizado para uma viga alveolar, com as 

mesmas dimensões utilizadas no estudo experimental realizado por Toprac e Cooke 

(1959), obtendo uma viga castelada com altura total de 297,9 mm, espessura da alma 

de 4,83 mm, largura da mesa de 100,33 mm e espessura da mesa igual a 5,13 mm.  

As dimensões das aberturas apresentam os valores de 57,15 mm, 253,49 mm, 98,17 

mm e 48,235 mm para a0, b0, h0 e hi, respectivamente. As dimensões da viga 

analisada, bem como a posição dos apoios, pontos de aplicação das cargas 

concentradas, e posição das contenções laterais são indicados na Figura 8.8. 

Figura 8.8 - Geometria da viga ensaiada por Toprac e Cooke (1959) 

 

Fonte: Silveira (2011) 

 

O modelo numérico apresentado por Silveira (2011) utiliza elementos quadrilaterais 

do tipo casca, com interpolação linear e integração reduzida, sendo esse o modelo 

identificado como S4R da biblioteca de elementos do software ABAQUS.  

No exemplo numérico foram utilizadas malhas com dimensões de 1cm, que 

apresentaram uma boa relação entre os resultados obtidos e tempo de 

processamento. Um detalhe da malha utilizada por Silveira (2011) pode ser visto na 

Figura 8.9.  

Para a definição das propriedades do material foi admitindo o aço como um material 

elasto-plástico perfeito. 
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Figura 8.9 - Detalhe da malha utilizada por Silveira 2011 

 

Fonte: Silveira 2011 

 

8.2.2 Modelo utilizado neste trabalho e comparação dos resultados 

 

No presente trabalho, foram utilizadas a mesma geometria e propriedades de 

materiais consideradas nos trabalhos de Silveira (2011) e Toprac e Cooke (1959). 

Na definição da malha de elementos finitos foi utilizada o fator 𝑐𝑙 = 1cm para o limite 

do tamanho dos lados para os elementos triangulares. Na Figura 8.10 é apresentada 

uma parte da malha de elementos finitos usada para a análise numérica. Devido à 

simetria apenas metade da viga foi analisada. 
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Figura 8.10 - Detalhe da malha utilizada no presente trabalho 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 8.11 são mostradas as curvas carga deslocamento para a viga analisada. 

Observa-se dessa figura que a resposta numérica obtida pelo elemento finito 

apresentado neste trabalho é bastante próxima aos resultados experimental, obtido 

por Toprac e Cooke (1959), e numérico obtido por Silveira (2011). 
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Figura 8.11 - Curvas carga deslocamento 

 

Fonte: Autora 

 

Nas figuras a seguir são mostradas as análises de tensões principais na viga 

analisada para o carregamento último, devido à simetria é mostrada apenas metade 

do vão. A Figura 8.12 mostra a maior tensão principal e a Figura 8.13 a menor tensão 

principal. Para a maior tensão principal as cores vermelho escuro e vermelho 

identificam, respectivamente, plastificação do material e eminência de plastificação. 

Já na menor tensão principal são as cores azul escuro e azul que identificam esse 

comportamento do material. Observa-se das figuras a plastificação por tensão 

principal de tração nas mesas inferiores próxima ao meio do vão e da mesa superior, 

também próxima ao meio do vão, por tensão principal de compressão. Observa-se 

que a plastificação por compressão e tração das mesas concentra-se entre as duas 

forças mais próximas ao meio do vão, já que nesse trecho temos momento constante 

e igual ao momento máximo. 
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Figura 8.12 - Maior tensão principal para o carregamento ultimo na viga castelada 

 

Fonte: Autora 

 
 

Figura 8.13 - Menor tensão principal para o carregamento último na viga castelada 

 

Fonte: Autora 
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9  RESULTADOS 

 
9.1 CONSIDERAÇÕES SOBRE O NÍVEL DE PLASTIFICAÇÃO DOS ELEMENTOS 
 

Nos exemplos deste trabalho onde foi considerada a análise linear, a capacidade de 

carga da viga alveolar de seção I é definida por meio da determinação do 

carregamento que faz com que um determinado percentual dos elementos da alma e 

das mesas apresente tensão maior que a tensão limite de escoamento do material. 

Em função da diferença de comportamento entre mesas e alma, o limite estabelecido 

para o percentual de elementos finitos que apresentam tensão acima da tensão de 

escoamento é diferente para cada elemento (mesa ou alma). A capacidade de carga 

da viga é dada pelo menor valor entre os citados anteriormente.  

A dificuldade do procedimento descrito no parágrafo anterior se encontra na 

determinação da porcentagem de elementos com tensão acima da tensão de 

escoamento que apresente bons resultados para a capacidade de carga da viga 

analisada de forma linear. É esperado que este valor dependa de diversos fatores, 

como tamanho da viga analisada e propriedades geométricas do perfil alveolar. Com 

o objetivo de obter um valor médio que sirva de parâmetro para esta porcentagem de 

elementos que apresentem tensão acima da tensão de escoamento do material, nesta 

seção, são analisadas três vigas alveolares de seção I, relacionando a capacidade de 

carga da viga obtida por meio de análise linear com a obtida por análise não-linear. 

 

9.1.1 Exemplo com base no estudo de Silveira (2011)  

O primeiro exemplo utilizado para avaliar o nível de plastificação dos elementos das 

mesas e da alma é baseado na viga analisada para a validação do programa 

desenvolvido. A viga, descrita por Silveira (2011) é constituída por um perfil original 

com altura de 200,9 mm, espessura da alma de 4,8 mm, largura da mesa de 100,3 

mm e espessura da mesa igual a 5,1 mm, constituído em aço com tensão de 

escoamento (fy) de 274,14MPa e módulo de elasticidade (E) de 200 GPa. 
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As dimensões das aberturas apresentam os valores de 57,15 mm, 253,49 mm, 98,17 

mm e 48,235 mm para a0, b0, h0 e hi, respectivamente. As dimensões da viga 

analisada, bem como a posição dos apoios, pontos de aplicação das cargas 

concentradas, e posição das contenções laterais são indicados na Figura 9.1.  

Figura 9.1 - Geometria da viga em estudo 

 

Fonte: Silveira (2011) 

No gráfico da Figura 9.2 é apresentada porcentagem dos elementos da alma e mesa 

com tensão maior que a tensão limite de escoamento do material para diferentes 

níveis do carregamento aplicado. Este gráfico foi construído a partir de uma análise 

linear da viga alveolar determinando a tensão em cada elemento da malha.  

Considerando a relação linear entre as tensões obtidas e o carregamento aplicado 

determina-se o valor do carregamento para o qual uma determinada porcentagem dos 

elementos da malha apresente tensões maiores que a tensão limite de escoamento 

do material. Para a construção do gráfico da Figura 9.2 foram analisados 40 pontos 

igualmente distribuído no intervalo de 0 a 48%. 
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Figura 9.2 – Gráfico da porcentagem de elementos com tensão maior que fy versus carregamento 

 

Fonte: Autora 

 

Observa-se da Figura 9.2 que, para um baixo nível de carregamento a alma já 

apresenta alguns elementos com tensão maior igual a tensão limite de escoamento, 

o que não acontece com a mesa, este comportamento pode ser explicado pelo efeito 

de concentrações de tensões nos vértices dos alvéolos.  

Para um carregamento concentrado de P = 9kN a alma já apresenta elementos com 

tensão maior ou igual a tensão limite de escoamento, enquanto que para as mesas 

isso só ocorre para um carregamento P = 20,5kN. A curva referente ao carregamento 

limite apresentada na Figura 9.2 é determinada por meio de uma análise não linear 

utilizando a formulação não linear física do elemento em estado plano de tensão 

apresentada neste trabalho.  

Para a realização da análise não linear, a viga alveolar foi discretizada utilizando 8477 

nós, formando 16140 elementos triangulares de 3 nós, cujas dimensões das arestas 

não superam 1 cm, a Figura 9.3 apresenta um detalhe da discretização utilizada. 
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Figura 9.3 – Detalhe da discretização da viga alveolar em elementos triangulares 

  

Fonte: Autora 

A curva carga versus deslocamento apresentada na Figura 9.4 é obtida a partir da 

análise não linear da viga alveolar discretizada utilizando o programa desenvolvido. 

Observa-se da curva que o carregamento limite ocorre para um carregamento P = 

22,5kN, ocasionando uma flecha no meio do vão da viga bi-apoiada de 22mm. 
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Figura 9.4 - curva carga versus deslocamento 

 

Fonte: Autora 

 

Com o valor do carregamento limite obtido da análise não linear e as curvas do 

carregamento versus porcentagem de elementos plastificados apresentados na 

Figura 9.2, pode-se definir a porcentagem de elementos da alma e mesas com 

tensões maior igual a tensão limite de escoamento do material. A partir desses 

valores, é estabelecido o carregamento limite da viga alveolar obtido de uma análise 

linear. Observando a Figura 9.2, verifica-se que o carregamento limite da viga ocorre 

quando se tem 3,7% dos elementos da alma plastificados e 24% dos elementos da 

mesa plastificados. 

Na Figura 9.5 é apresentado em um mapa de cores o nível de tensões (tensão normal 

na direção x) nos elementos da viga alveolar para o carregamento limite da viga 

utilizando a análise não linear. Na figura, pode ser observado que as mesas inferior e 

superior apresentam uma maior quantidade de elementos com tensões iguais à 

tensão de escoamento do material (vermelho e azul escuro na escala de cores). Assim 

o colapso ocorre por plastificação da região de maior momento na viga. Essa 

característica é observada na análise linear, e, para este tipo de análise, o 

carregamento limite ocorre quando 24% dos elementos das mesas estão plastificados 

enquanto a plastificação ocorre em apenas 3,7% dos elementos da alma. 
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Figura 9.5 - Tensão normal nos elementos da viga alveolar 

 

Fonte: Autora 

 

9.1.2 Viga bi-apoiada com expansão de 30% 

Para avaliar a influência do tamanho dos alvéolos no percentual de elementos com 

tensão acima da tensão de escoamento nas mesas e alma das vigas, o segundo 

exemplo é feito para uma viga biapoiada com 6 metros de vão submetida a um 

carregamento uniformemente distribuído, utilizando alvéolos com menores 

dimensões. O perfil original, utilizado para dar origem à viga alveolar apresenta altura 

de 300 mm, espessura da alma de 8 mm, largura da mesa de 200 mm e espessura 

da mesa igual a 5 mm, constituído em aço com tensão de escoamento (fy) de 350MPa 

e módulo de elasticidade (E) de 200 GPa. 

As dimensões das aberturas apresentam os valores de 120 mm, 200 mm, 80 mm e 

110 mm para a0, b0, h0 e hi, respectivamente. Assim como no exemplo anterior, para 

a construção do gráfico foram analisados 40 pontos igualmente distribuídos, 

entretanto, para este exemplo o intervalo utilizado foi de 0 a 60%, as curvas obtidas 

são apresentadas na Figura 9.6. 
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Figura 9.6 - Gráfico da porcentagem de elementos com 

tensão maior que fy versus carregamento 

 

Fonte: Autora 

 

De forma análoga ao apresentado no exemplo anterior (Item 9.1.1) observa-se na 

Figura 9.6 que devido ao efeito de concentrações de tensões nos vértices dos alvéolos 

para baixo nível de carregamento a alma já apresenta alguns elementos com tensão 

maior igual a tensão limite de escoamento, o que não acontece com a mesa. Para um 

carregamento uniformemente distribuído de 9kN/m a alma já apresenta elementos 

com tensão maior ou igual a tensão limite de escoamento, enquanto que para as 

mesas isso só ocorre para um carregamento de 55kN/m. Para obter a curva referente 

ao carregamento limite apresentada na Figura 9.6 foi utilizada uma análise não linear 

utilizando a formulação não linear física do elemento em estado plano de tensão 

apresentada neste trabalho.  

Para a obtenção da curva carga deslocamento a partir de uma análise não linear, a 

viga alveolar foi discretizada em 42336 elementos triangulares de 3 nós com 

dimensões dos lados não maiores que 1 cm, a Figura 9.7 apresenta um detalhe da 

discretização utilizada.  
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Figura 9.7 - Detalhe da discretização viga alveolar em elementos triangulares 

 

Fonte: Autora 

Uma vez realizada a análise não linear da viga alveolar é obtida a curva apresentada 

na Figura 9.8, que mostra que o carregamento limite ocorre para carga uniformemente 

distribuída de 61kN/m, dando origem a uma flecha no meio do vão da viga bi-apoiada 

de 67mm. 
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Figura 9.8 - curva carga versus deslocamento para a viga analisada 

 

Fonte: Autora 

 

Com o valor do carregamento limite obtido da análise não linear e as curvas do 

carregamento versus porcentagem de elementos plastificados apresentados na 

Figura 9.6 pode-se definir a porcentagem de elementos da alma e mesas com tensão 

maior ou igual a tensão limite de escoamento do material, esse valor indica o 

carregamento limite da viga alveolar obtido de uma análise linear. Da Figura 9.6, 

verifica-se que o carregamento limite da viga ocorre quando se tem 5% dos elementos 

da alma plastificados e 28% dos elementos da mesa plastificados. 

Na Figura 9.9 é apresentado um mapa de cores com o nível de tensões (tensão normal 

na direção x) nos elementos da viga alveolar para o carregamento limite da viga e 

análise não linear, devido à simetria é apresentada apenas metade da viga. Observa-

se dessa figura que os elementos da mesa inferior e superior apresentam em maior 

quantidade com tensões iguais à tensão de escoamento do material (vermelho e azul 

escuro na escala de cores). Assim o colapso ocorre por plastificação da região de 

maior momento na viga. Essa característica é observada na análise linear que 

identifica que o carregamento limite ocorre quando 28% dos elementos das mesas 

estão plastificados enquanto que apenas 5% dos elementos da alma estão 

plastificados. 
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Figura 9.9 - Tensão normal nos elementos da viga alveolar 

 

 

Fonte: Autora 

9.1.3 Viga biapoiada com expansão de 50% 

 

O mesmo perfil original utilizado no exemplo 9.1.2, foi utilizado neste exemplo, a 

diferença entre as análises realizadas está no tamanho do alvéolo. Neste caso as 

dimensões das aberturas apresentam os valores de 150 mm, 300 mm, 150 mm e 75 

mm para a0, b0, h0 e hi, respectivamente. Assim como no exemplo anterior, para a 

construção do gráfico da Figura 9.10 foram analisados 40 pontos igualmente 

distribuídos no intervalo de 0 a 60%. 
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Figura 9.10 – Gráfico da porcentagem de elementos plastificados versus carregamento 

 

Fonte: Autora 

De forma similar aos exemplos anteriores, pode ser observado na Figura 9.10 que 

para um baixo nível de carregamento a alma começa a apresentar elementos com 

tensão maior igual a tensão limite de escoamento, o que não acontece com a mesa. 

Para um carregamento uniformemente distribuído de 8kN/m a alma já apresenta 

elementos com tensão maior ou igual a tensão limite de escoamento, enquanto que 

para as mesas isso só ocorre para um carregamento de 64 kN/m.  

Para o desenvolvimento da curva carga deslocamento por meio de uma análise não 

linear, a viga alveolar foi discretizada em 42830 elementos triangulares de 3 nós com 

dimensões de suas arestas não maior que 1 cm, a Figura 9.11 apresenta um detalhe 

da discretização utilizada. 
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Figura 9.11 - Detalhe da discretização da malha de elementos finitos 

 

Fonte: Autora 

Da curva apresentada na Figura 9.12 a seguir verifica-se que o carregamento limite 

ocorre para uma flecha no meio do vão da viga bi-apoiada de 87mm e uma carga 

uniformemente distribuída de 50 kN/m. 
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Figura 9.12 - curva carga versus deslocamento 

 

Fonte: Autora 

Com o valor do carregamento limite obtido da análise não linear e as curvas do 

carregamento versus porcentagem de elementos plastificados apresentados na 

Figura 9.10 pode-se definir a porcentagem de elementos da alma e mesas com tensão 

maior ou igual a tensão limite de escoamento do material que fornece o carregamento 

limite da viga alveolar obtido de uma análise linear. Observando a Figura 9.10, verifica-

se que o carregamento limite da viga ocorre quando se tem 3,9% dos elementos da 

alma plastificados e sem plastificação dos elementos da mesa. Neste exemplo em 

específico o carregamento obtido da análise linear para início de plastificação dos 

elementos da mesa é de 64 kN/m, no entanto o carregamento limite verificado pela 

análise não linear é de 50 kN/m, isso indica que o colapso da viga ocorre por 

plastificação da alma, como pode ser verificado na Figura 9.13.  

Na Figura 9.13 é apresentado em um mapa de cores o nível de tensões (tensão 

normal na direção x) nos elementos da viga alveolar para o carregamento limite da 

viga utilizando análise não linear, devido à simetria somente metade da viga é 

mostrada. Observa-se dessa figura que os elementos da mesa inferior e superior 

apresentam níveis de tensões menores que a tensão de escoamento do material, 

enquanto que próximo ao apoio, uma quantidade significativa de elementos apresenta 

tensões iguais à tensão de escoamento (vermelho e azul escuro na escala de cores). 

Assim o colapso ocorre por plastificação da região de maior cisalhamento na viga.  
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Figura 9.13 – Tensão normal nos elementos da viga alveolar 

 

 

Fonte: Autora 

 

Neste caso, a consideração de uma porcentagem de plastificação dos elementos da 

mesa pode levar a um resultado ruim para a capacidade de carga da viga 

considerando análise linear, no entanto, esse valor seria desconsiderado uma vez que 

a capacidade de carga obtida a partir da análise linear é definida pelo menor valor 

considerando o nível de plastificação dos elementos da mesa e alma, sendo que neste 

exemplo a alma definiria a capacidade de carga. 

De acordo com a análise das três vigas alveolares apresentadas nos exemplos, 

sugere-se que para a determinação do carregamento limite da viga alveolar, sejam 

utilizados o menor valor entre os carregamentos necessários para plastificar 4 % dos 

elementos da alma e 25% dos elementos da mesa inferior ou superior. 
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9.2 OTIMIZAÇÃO COM BASE NO TRABALHO DE LUBKE (2017) 
 

No trabalho de Lubke (2017) é realizada a otimização de vigas alveolares de aço por 

meio de formulações analíticas, um dos exemplos apresentados considera uma viga 

simplesmente apoiada de vão de 10 metros submetida a um carregamento 

uniformemente distribuído. Para o desenvolvimento do exemplo, foram definidas as 

dimensões de um perfil I, duplamente simétrico e a razão de expansão para a viga 

castelada de forma a atender de maneira otimizada os estados limites de serviço e 

último para a viga alveolar. Os dados utilizados pela autora foram: vão de 10 metros; 

carregamento último de 35,78 kN/m; carregamento de serviço 18,50 kN/m; sem 

contenções laterais ao longo do comprimento da viga; aço ASTM A572 Gr 50 (𝐸 =

 200𝐺𝑃𝑎, 𝑣 =  0,3 e 𝑓𝑦𝑑  =  313,64𝑀𝑃𝑎). 

O perfil otimizado encontrado por Lubke (2017) é mostrado na Figura 9.14. A razão 

de expansão para a viga castelada encontrado é de 1,61, o que fornece um perfil 

alveolar final de peso igual a 87,41 kg/m. 

Figura 9.14- Propriedades geométricas do perfil original 

 

Fonte: Lubke (2017) 

Diferente deste trabalho, em Lubke (2017) as dimensões do perfil e a razão de 

expansão são consideradas variáveis de projeto para o perfil castelado. Neste 

trabalho, o perfil é previamente definido e a linha de corte considerando alvéolo com 

formato de hexágono ou elipse é considerada variável de projeto. Assim, para os 

mesmos dados usados por Lubke (2017) e as dimensões do perfil otimizado 

encontrado pela autora serão definidas as linhas de corte otimizadas (ou seja, 

dimensões e quantidades dos alvéolos) considerando a formulação apresentada 

neste trabalho.   



 

93 

 

A análise de elementos finitos é feita usando o elemento triangular apresentado no 

Item 6.1 deste trabalho considerando linearidade física e geométrica. A malha de 

elementos finitos é definida usando a metodologia apresentada no Item 7 do trabalho 

para cada atribuição das variáveis e considerando um cateto limite de 1,5cm (𝑐𝑙 = 

1,5cm). A capacidade de carga da viga (valor da função objetivo a ser maximizada 

pelo algoritmo genético) é definida de forma análoga aos exemplos anteriores, 

considerando os mesmos parâmetros para o algoritmo genético e percentual de 

elementos plastificados nas mesas e alma. 

Para o ELS de deformação excessiva é considerada flecha limite de 𝐿/350, ou seja, 

2,86 cm. Para a verificação dos ELU envolvendo flambagem é considerado Cb = 1,14 

Cl = 0.  

 

9.2.1 Alvéolo Hexagonal 

 

Na primeira análise será considerado o alvéolo do tipo hexágono. Para as três 

variáveis de projeto referentes ao problema de alvéolo hexagonal foram admitidos 10 

bits para o tamanho binário da variável e os valores limites de 0,05m a 0,3m para a0, 

0,10m a 0,7m para b0, e 0,10m a 0,4335m para h0, a posição de corte hi foi 

considerada de tal forma que os alvéolos sejam simétricos em relação à altura da viga.  

Após 100 gerações o algoritmo genético define os valores de 5,6 cm, 60,3 cm e 30,8 

cm para as variáveis a0, b0 e h0, respectivamente, definindo uma capacidade de carga 

da viga alveolar dada por um carregamento distribuído de 36,2 kN/m, sendo este valor 

definido pelo ELU de flambagem lateral com torção. Na Figura 9.15 é mostrada a 

evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo ao longo das gerações, 

assim como a evolução do carregamento médio.  

Observa-se da Figura 9.15 que o melhor indivíduo da primeira geração definiu uma 

capacidade de carga para a viga alveolar de 33,9 kN/m e após 63 gerações o algoritmo 

define um melhor indivíduo com capacidade de carga de 36,2 kN/m, sendo a 

capacidade de carga não mais alterada até a centésima geração.  
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Figura 9.15 - Evolução do carregamento na viga com alvéolos hexagonais ao longo das gerações 

 

 

Fonte: Autora 

Ao longo das gerações a forma do alvéolo é significativamente alterada, buscando 

aprimorar a capacidade de carga, na Figura 9.16 podemos observar a forma dos 

alvéolos do melhor indivíduo na 1ª e na 100ª geração. 
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Figura 9.16 - Distribuição dos alvéolos no melhor indivíduo da 1ª e 100ª geração 

  

 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.17 é mostrada a evolução da capacidade de carga do melhor individuo 

em relação aos diferentes estados limites analisados. Observa-se dessa figura que os 

ELU relacionados à flambagem do montante e lateral com torção novamente são os 

estados limites determinante, e o perfil apresenta uma folga considerável para os 

demais ELU e o ELS, que só são atingidos para um carregamento em torno de 85 

kN/m. De forma similar ao apresentado anteriormente, o carregamento para o ELS 

mostrado na Figura 9.17 está multiplicado pela relação entre os carregamentos 

últimos e de serviço, ou seja, 𝛼 =35,78 / 18,50 = 1,93. Na Figura 9.18 é apresentado 

um detalhe do primeiro alvéolo para melhor visualização da malha de elementos finitos 

utilizada. 
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Figura 9.17 – evolução dos ELS e ELU para o melhor indivíduo 

 

 

Fonte: Autora 

 

Figura 9.18 - Detalhe do primeiro alvéolo mostrando a 

malha de elementos finitos 

 

Fonte: Autora 
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Para a verificação dos ELU e ELS foi utilizada uma análise de elementos finitos 

considerando linearidade física, conforme descrito em 6.2. Nota-se que, a carga limite 

obtida para os demais estados limites é significativamente maior do que a carga limite 

devido à flambagem, como verificado na Figura 9.17. Portanto, uma análise não linear 

do material não afetaria a resposta obtida, já que a linearidade geométrica seria 

mantida e as mesmas equações para FLM e FLT seriam utilizadas. 

Para confirmar os estados limites de ELU e ELS da resposta obtida neste exemplo, 

realizou-se uma análise não linear física na viga alveolar obtida pelo processo de 

otimização. A curva carga-deslocamento da viga é apresentada na Figura 9.19, obtida 

por meio de uma análise de elementos finitos com o elemento triangular não linear em 

estado plano de tensões descrito na seção 6.2. 

 

Figura 9.19 - Curva carga-deslocamento para a viga com alvéolos hexagonais 

  

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.19 que o carregamento para a flecha limite de 28,6mm é dado 

por 39kN/m, já o carregamento último encontrado para uma flecha excessiva de 

118mm é dado por 93kN/m. Sendo a relação entre carregamento último e de serviço 

de 1,93, observa-se que o ELS é determinante em relação ao ELU. Comparando com 

a análise linear mostrada na Figura 9.17 (ELU = 86 kN/m e ELS = 45,3 kN/m) observa-
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se uma boa aproximação para a verificação do ELU e razoável para o ELS, no entanto, 

enquanto o resultado para o ELU é conservador para o ELS é contra segurança. 

A Figura 9.20 apresenta um mapa de cores que ilustra o nível de tensão normal na 

direção longitudinal da viga alveolar para o último passo de carga utilizado na 

construção da curva mostrada na Figura 9.19. Devido à simetria, é exibida apenas a 

metade esquerda da viga. Verifica-se que os elementos da malha próximos aos 

vértices dos alvéolos próximos ao apoio apresentam as cores vermelho e azul escuro, 

que indicam as tensões limite de escoamento na tração e compressão, enquanto os 

elementos próximos ao meio do vão têm níveis de tensão abaixo da tensão de 

escoamento do material. Isso indica um colapso iniciado pela plastificação do material 

próximo aos vértices dos primeiros alvéolos, caracterizando a formação do 

mecanismo Vierendeel. Esse fenômeno é verificado também na Figura 9.21, que 

mostra a malha de elementos finitos deformada para o último passo da curva 

apresentada na Figura 9.19. 

 

Figura 9.20 - Tensões normais em x na viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 

 



 

99 

 

Figura 9.21 - Deformada da viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 

 

 

9.2.1.1 Testes de convergência do programa de otimização 

 

Para avaliar a convergência do programa desenvolvido, o exemplo apresentado nesta 

seção foi otimizado para diferentes populações, quantidades de gerações e 

parâmetros do algoritmo genético. Essa análise tem como objetivo avaliar se os 

parâmetros utilizados para o desenvolvimento dos exemplos do texto estão 

adequados, evitando configurações que elevam o custo computacional e também 

aquelas que poderiam conduzir a mínimos locais. A Tabela 1 apresenta uma amostra 

representativa dos testes de convergência realizados para este exemplo. 

Tabela 1 - Teste de convergência 
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Geometria do 
alvéolo 

Carregamento limite  

𝒂𝟎 
(𝒎) 

𝒃𝟎 
(𝒎) 

𝒉𝟎 
(𝒎) 

ELU 
(kN) 

ELS 
(kN) 

FLMA 
(kN) 

FLT 
(kN) 

80% 3% 20 100 63 0.056 0.603 0.308 87.8 86.4 36.4 36.2 

80% 3% 20 100 62 0.057 0.675 0.308 90.4 86.5 36.5 36.2 

80% 3% 20 100 53 0.054 0.652 0.310 87.6 86.3 36.4 36.3 

80% 3% 20 100 39 0.052 0.640 0.308 89.1 86.2 36.6 36.2 

80% 3% 20 100 56 0.062 0.695 0.308 88.5 86.4 36.5 36.2 



 

100 

 

80% 3% 20 100 66 0.074 0.688 0.307 87.9 86.3 36.2 36.2 

80% 3% 20 100 53 0.069 0.699 0.308 86.4 86.4 36.3 36.2 

40% 3% 20 100 77 0.056 0.607 0.308 86.6 86.4 36.4 36.2 

40% 3% 20 100 90 0.056 0.586 0.308 89.5 86.3 36.4 36.2 

40% 3% 20 100 75 0.060 0.694 0.311 89.1 86.7 36.3 36.3 

80% 3% 50 100 63 0.061 0.671 0.308 90.5 86.4 36.4 36.2 

80% 3% 10 200 112 0.063 0.662 0.308 91.0 86.4 36.3 36.2 
Fonte: Autora 

Os testes de convergência realizados indicam que os parâmetros utilizados, a 

utilização de uma taxa de crossover de 80%, e taxa de mutação de 3%, para uma 

população de 20 indivíduos em 100 gerações apresentou boa convergência.  

A diminuição da taxa de crossover implica em um aumento do número de gerações 

para a convergência. O aumento do número de gerações não trouxe ganhos 

significativos quando utilizada uma taxa de crossover de 80%, e taxa de mutação de 

3%, e uma população de 20 indivíduos.  

O aumento da população não trouxe ganho significativo para a velocidade de 

convergência, enquanto a redução da população, tornou necessário um aumento no 

número de gerações para obter resultados iguais aqueles encontrados para uma 

população de 20 elementos. 

Ao observar os resultados encontrados, observa-se que a carga última convergiu para 

o valor aproximado de 36,2kN/m, sendo perceptíveis diferenças nos resultados para 

o ELU, entretanto todos com valores entre 86kN/m e 91kN/m. Quanto à forma dos 

alvéolos considerados, para ao exemplo analisado, nota-se que a viga otimizada 

apresenta uma razão de expansão de aproximadamente 1,62 para todos os testes 

realizados. A largura do montante variou entre 5,2 e 7,4 centímetros, esses valores 

representam de 6% a 9% da altura da viga alveolar obtida. A largura dos alvéolos 

encontrados variou entre 58,6 e 69,9 cm, representando de 73% a 87% da altura do 

perfil alveolar. Os testes realizados demonstram que os parâmetros escolhidos 

apresentam boa convergência para o problema apresentado. 
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9.2.1.2 Comparação dos resultados com Lubke (2017) 

 

Em seu trabalho, Lubke (2017) conclui que entre as vigas com aberturas hexagonais, 

aquelas com linha de corte seguindo o padrão anglo-saxão são as que fornecem os 

melhores resultados. Nesta seção serão comparados os resultados obtidos para a 

viga otimizada por Lubke (2017) com a resposta otimizada encontrada pelo programa 

desenvolvido neste trabalho. 

Na parte superior da Figura 9.22 está apresentada a forma dos alvéolos na viga 

otimizada por Lubke (2017), na parte inferior a viga otimizada no programa 

desenvolvido neste trabalho. Nota-se que os alvéolos obtidos em Lubke (2017), 

seguindo o padrão anglo-saxão, apresentam alvéolos com largura menor que a altura, 

e o montante possui um quarto do tamanho da altura do alvéolo. Neste trabalho 

encontramos uma altura de alvéolo similar ao encontrado por Lubke (2017), 

entretanto, há uma diferença significativa nas demais dimensões. No presente 

trabalho o alvéolo otimizado apresentou uma largura de alvéolo com valor de 

aproximadamente 98% da altura do alvéolo, enquanto a largura do montante é de 

aproximadamente 9% da altura do alvéolo. 

Figura 9.22 - Forma dos alvéolos obtidos em Lubke (2017) e no presente trabalho 

 

Fonte: Autora 

 

No trabalho apresentado por Lubke (2017) a Flambagem Lateral com torção é 

apresentada como uma restrição ativa do problema, apresentando um momento fletor 
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resistente de cálculo de 447,25 kNm. No presente trabalho o momento fletor resistente 

de cálculo encontrado foi de 452,75 kNm, apresentando uma pequena melhora em 

relação ao exemplo comparado. Quando comparamos em relação à flambagem do 

montante da alma, Lubke (2017) encontra para seu perfil um esforço resistente de 

cálculo de 183,24kN, enquanto o resultado obtido no presente trabalho é de 181,9 kN, 

contudo, como este modo de colapso não é o determinante para a viga otimizada, 

essa redução de resistência não é um fator preocupante para o exemplo considerado. 

 

9.2.2 Alvéolo Elíptico 

 

Na segunda análise é considerado o alvéolo do tipo elíptico. Para as três variáveis de 

projeto referentes ao problema de alvéolo elíptico foram admitidos 10 bits para o 

tamanho binário da variável e os valores limites de 0,05m a 0,3m para a0, 0,10m a 

0,70m para b0, e 0,10m a 0.80m para c0. Nesse caso em vez de ℎ0 é considerado o 

outro diâmetro da elipse como variável (𝑐0), e ℎ0 é determinado como mostrado na 

Equação (4.4) no item 4.2. Assim como no caso do alvéolo hexagonal a posição de 

corte hi foi considerada de tal forma que os alvéolos sejam simétricos em relação à 

altura da viga.  

Após 100 gerações o algoritmo genético define os valores de 21,2 cm, 42,7 cm e 70,7 

cm para as variáveis a0, b0 e c0, respectivamente, as quais definem uma capacidade 

de carga da viga alveolar dada por um carregamento distribuído de 36,25 kN/m, sendo 

este valor definido pelo ELU de flambagem lateral com torção. A Figura 9.23 mostra a 

evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo ao longo das gerações, 

juntamente com a evolução do carregamento médio. 
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Figura 9.23 - Evolução do carregamento na viga com 

alvéolos elípticos ao longo das gerações 

 

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.23 que o melhor indivíduo da primeira geração definiu uma 

capacidade de carga para a viga alveolar de 35,08 kN/m e após 31 gerações o 

algoritmo define um melhor indivíduo com capacidade de carga de 35,83 kN/m, sendo 

esta, não alterada até a centésima geração. Na Figura 9.24 é possível observar a 

diferença entre a forma do alvéolo encontrada para a primeira e para a última geração 

considerada.  

Figura 9.24 - Forma dos alvéolos do melhor individuo da 1ª e 100ª geração 

  

Fonte: Autora 
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Na Figura 9.25 é mostrada a evolução da capacidade de carga do melhor individuo 

em relação aos diferentes estados limites analisados. Observa-se da figura que os 

ELU relacionados à flambagem do montante e flambagem lateral com torção são os 

estados limites determinantes.  

Figura 9.25 - evolução dos ELS e ELU para o melhor indivíduo 

 

 

Fonte: Autora 

 

De forma similar aos exemplos anteriores, o perfil definido pelo algoritmo apresenta, 

uma folga considerável para aos demais ELU e o ELS, que só são atingidos para um 

carregamento acima de 70 kN/m. Assim como no caso do alvéolo hexagonal, o 

carregamento para o ELS mostrado na Figura 9.25 está multiplicado pela relação 

entre os carregamentos últimos e de serviço, ou seja, 35,78 / 18,50 = 1,93.  Na Figura 

9.26 é apresentado um detalhe do primeiro alvéolo para melhor visualização da malha 

de elementos finitos utilizada. 
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Figura 9.26 - Detalhe da malha de elementos finitos 

 

Fonte: Autora 

 

Para a confirmação dos ELU e ELS da resposta encontrada neste exemplo, foi 

realizada uma análise não linear física é feita na viga alveolar obtida pelo programa 

de otimização. Na Figura 9.27 é mostrada a curva carga-deslocamento da viga obtida 

por meio de uma análise de elementos finitos utilizando o elemento triangular não 

linear em estado plano de tensões apresentado no item 6.2. 



 

106 

 

Figura 9.27 - Curva carga-deslocamento para a viga com alvéolos elípticos 

 

 

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.27 que o carregamento para a flecha limite de 28,6mm é dado 

por 32,5 kN/m, já o carregamento último encontrado para uma flecha excessiva de 

125 mm é dado por 50,9kN/m. Sendo a relação entre carregamento último e de serviço 

de 1,93, observa-se que o ELS é determinante em relação ao ELU. Comparando com 

a análise linear mostrada na Figura 9.25 (ELU = 80 kN/m e ELS = 35,4 kN/m) observa-

se uma boa aproximação para a verificação do ELS enquanto que para o ELU o 

resultado considerando a análise linear mostrou-se insatisfatório e contra a 

segurança. 

Na Figura 9.28 é mostrado por meio de um mapa de cores o nível de tensão normal 

na direção longitudinal da viga alveolar para o último passo de carga utilizado para 

construir a curva mostrada na Figura 9.27, devido à simetria é mostrada apenas a 

metade esquerda da viga. Assim como no exemplo com alvéolos hexagonais, 

observa-se que no entorno dos vértices dos alvéolos próximos ao apoio os elementos 

da malha apresentam as cores vermelho e azul escuro que representam tensões limite 

de escoamento na tração e compressão, enquanto que os elementos das mesas 

próximos ao meio do vão apresentam nível de tensão abaixo da tensão de 
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escoamento do material. Isto caracteriza um colapso iniciado por plastificação do 

material no entorno dos vértices dos primeiros alvéolos, caracterizando a formação de 

mecanismo Vierendeel. Este fenômeno também pode ser verificado na Figura 9.29 

que apresenta a malha de elementos finitos deformada para o último passo da curva 

da Figura 9.28. 

Figura 9.28 - Tensões normais em x na viga com alvéolos elípticos 

  

Fonte: Autora 

 
Figura 9.29 - Deformada da viga com alvéolos elípticos 

 

Fonte: Autora 

 

A diferença da carga limite para o ELU deste exemplo para o exemplo com alvéolos 

hexagonais pode ser explicado observando o nível de tensão nos elementos da mesa, 

onde é possível observar que o nível de tensão para o alvéolo hexagonal é bem maior 

que o elíptico, ou seja, a relação entre a carga limite considerando escoamento dos 
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elementos da alma com os elementos da mesa é bem menor para a viga com alvéolos 

hexagonais do que os elípticos. 

Outras análises realizadas, demonstram que com a exclusão das restrições referentes 

à flambagem lateral com torção, e flambagem do montante da alma, o formato das 

aberturas pode apresentar diferentes configurações, como aqueles apresentados em 

Lubke e Silva (2022), em situações práticas a flambagem lateral com torção pode ser 

evitada com o travamento da mesa comprimida, o que é comum em sistemas de piso, 

a flambagem do montante da alma pode ser evitada com a utilização de chapas 

enrijecedoras nos alvéolos onde há esforços cortantes verticais significativos, como 

na região próxima aos apoios.  

 

 
9.3 OTIMIZAÇÃO DE VIGA SIMPLESMENTE APOIADA 
 

Neste primeiro exemplo será realizada a otimização de uma viga simplesmente 

apoiada, de forma a maximizar o carregamento uniformemente distribuído ao longo 

do vão. O vão da viga é de 4 m sendo utilizada na análise a condição de simetria da 

viga. A seção transversal é o perfil W310x21 da Gerdau, do tipo 𝐼 duplamente 

simétrico com mesas de 101mm e altura total de 303mm. A espessura das mesas é 

de 5,7mm e da alma de 5,1mm, assim para a análise de elementos finitos com 

modelagem em elementos triangulares em estado plano de tensão é considerada uma 

altura da alma de 297,3mm. O aço utilizado no perfil é o ASTM A 572 Grau 50 com 

propriedades dadas por: 𝐸 =  205𝐺𝑃𝑎, 𝑣 =  0,3 e 𝑓𝑦  =  345𝑀𝑃𝑎.   

A análise de elementos finitos é feita usando o elemento triangular apresentado no 

Item 6.1 deste trabalho considerando linearidade física e geométrica. A malha de 

elementos finitos é definida usando a metodologia apresentada no Item 7 do trabalho 

para cada atribuição das variáveis e considerando um cateto limite de 1,3cm (𝑐𝑙 = 

1,3cm). 

A capacidade de carga da viga (valor da função objetivo a ser maximizada pelo 

algoritmo genético) é definida a partir da verificação do ELS de deformação excessiva, 
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dos estados limites último avaliados considerando análise linear de elementos finitos 

e uma porcentagem de elementos da alma ou mesas plastificados (conforme 

metodologia apresentado em 4.5, com os percentuais limites estabelecidos por meio 

dos exemplos analisados em 9.1). A consideração dos ELU relacionados a não 

linearidade geométrica, é realizada conforme descrito em 4.4, e estes ELU são 

avaliados a partir de equações analíticas adaptadas da literatura.  

Para o ELS de deformação excessiva é considerada flecha limite de 𝐿/350, ou seja, 

1,14 cm. Para o estado limite último é considerado um nível de plastificação de 4% 

para os elementos da alma e de 25% para os elementos das mesas, ou seja, a 

capacidade de carga considerando ELU é dada pelo menor valor dos carregamentos 

que produz tensão principal acima da tensão limite de escoamento do aço em 4% dos 

elementos da alma, 25% dos elementos da mesa inferior, e 25% dos elementos da 

mesa superior. Para a verificação dos ELU envolvendo flambagem é considerado Cb 

= 1,14, conforme os critérios estabelecidos pela NBR 8800:2008 e Cl = 0 (número de 

pontos de travamentos lateral ao longo do vão da viga).  

Para o algoritmo genético foi considerado seleção do tipo proporcional com elitismo 

garantindo o melhor indivíduo nas gerações seguintes. Para o processo de crossover 

foi considerado uma taxa de probabilidade de 0,8. Foi considerado mutação com taxa 

de probabilidade de 0,03. Não foi admitido o escalonamento dos valores de aptidões 

e foi adotado o valor de penalidade igual a zero para os indivíduos que não atendem 

as restrições definidas neste trabalho. Para o tamanho da população foram admitidos 

20 indivíduos analisados em um total de 100 gerações. 

9.3.1 Alvéolo Hexagonal 

Na primeira análise foi considerado o alvéolo do tipo hexágono. Para as três variáveis 

de projeto referentes ao problema de avelo hexagonal forram admitidos 10 bits para o 

tamanho binário da variável e os valores limites de 0,05m a 0,3m para a0, 0,10m a 

0,7m para b0 e 0,05m a 0,24m para h0. Para este exemplo devido as equações 

analíticas para avaliação dos ELU relacionados à flambagem do montante e 

flambagem lateral com torção a posição de corte hi foi considerada de tal forma que 

os alvéolos sejam simétricos em relação à altura da viga.  
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Após 100 gerações o algoritmo genético define os valores de 7,4 cm, 60,0 cm e 23,7 

cm para as variáveis a0, b0 e h0, respectivamente, as quais definem uma capacidade 

de carga da viga alveolar dada por um carregamento distribuído de 19,04 kN/m, sendo 

este valor definido pelo ELU de flambagem lateral com torção. Na Figura 9.30 a seguir 

é mostrada a evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo ao longo das 

gerações, assim como a evolução do carregamento médio. Lembrando que o 

indivíduo é formado pelas variáveis de projeto (a0, b0 e h0) e o valor de aptidão dos 

indivíduos é o carregamento na viga que atende aos estados limites últimos e de 

serviço. 

Figura 9.30 - Evolução do carregamento na viga com alvéolos hexagonais ao longo das gerações 

 

 

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.30 que o melhor indivíduo da primeira geração definiu uma 

capacidade de carga para a viga alveolar de 18,83 kN/m e após 12 gerações o 

algoritmo define um melhor indivíduo com capacidade de carga de 19,04 kN/m, sendo 

este valor não mais alterado até a centésima geração. Na Figura 9.31 é possível 

observar a forma dos alvéolos encontrada para a primeira e para a centésima geração. 
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Figura 9.31 - Forma dos alvéolos em meio vão na 1ª e na 100ª geração dimensões em (mm) 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.32 é mostrada a evolução da capacidade de carga do melhor individuo 

em relação aos diferentes estados limites analisados. Observa-se dessa figura que o 

ELU relacionado à flambagem lateral com torção é o determinante seguido por perto 

pela flambagem do montante, já para os demais ELU e o ELS o perfil definido pelo 

algoritmo apresenta, considerando as aproximações utilizadas nesta análise linear, 

uma folga considerável em relação ao estado limite determinante. Como o 

carregamento para a verificação do ELS é bem menor que o carregamento para a 

verificação do ELU, o carregamento para o ELS mostrado na Figura 9.32 está 

multiplicado pela relação entre os carregamentos últimos e de serviço, neste exemplo 

considerado igual a 2.  

Na Figura 9.32 pode-se observar também que diferentes configurações para o alvéolo 

definem a mesma capacidade de carga considerando o estado limite de flambagem 

lateral com torção, isto é verificado observando que enquanto a curva para FLT 

mantém constante as outras curvas, principalmente ELS e ELU, variam mostrando 

que as dimensões do alvéolo estão sendo alteradas. No Apêndice A estão 

apresentados os formatos obtidos para o melhor indivíduo de cada geração assim 

como sua carga última e carga de serviço, ao observar os dados apresentados neste 

apêndice pode ser percebida uma relação entre o aumento da resistência obtida pelo 

ELU e ELS com a diminuição do tamanho dos montantes. 
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Figura 9.32 – evolução dos ELS e ELU para o melhor indivíduo 

 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.33 é mostrada a geometria e distribuição dos alvéolos ao longo da metade 

do vão da viga alveolar para as variáveis de projeto obtidas após 100 gerações do 

algoritmo genético. Também é mostrado um detalhe do primeiro alvéolo para melhor 

visualização da malha de elementos finitos utilizada. 
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Figura 9.33 - distribuição dos alvéolos hexagonais em 

meio vão 

  

 

Fonte: Autora 

Para a verificação dos ELU e ELS foi utilizada uma análise de elementos finitos 

considerando linearidade física, conforme descrito em 6.1. Apesar da aproximação 

deste modelo utilizado, o fato do carregamento limite verificado para estes estados 

limites ser muito maior que os estados limites devido à flambagem (como verificado 
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na Figura 9.32), faz com que uma análise não linear do material não alterasse a 

resposta obtida, uma vez que a linearidade geométrica seria mantida e as mesmas 

equações para FLM e FLT seriam utilizadas.    

Para a confirmação dos ELU e ELS da resposta encontrada neste exemplo uma 

análise não linear física é feita na viga alveolar mostrada na Figura 9.33. Na Figura 

9.34 é mostrada a curva carga-deslocamento da viga considerando uma análise de 

elementos finitos utilizando o elemento triangular não linear em estado plano de 

tensões apresentado no item 6.2. 

  

 

Figura 9.34 - Curva carga-deslocamento para a viga com 

alvéolos hexagonais utilizando análise não-linear 

 

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.34 que o carregamento para a flecha limite de 11,4mm é dado 

por 39 kN/m, já o carregamento último encontrado para uma flecha excessiva de 

50mm é dado por 56 kN/m. Sendo a relação entre carregamento último e de serviço 

de 2,0, observa-se que o ELU é determinante em relação ao ELS. Comparando com 
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a análise linear mostrada na Figura 9.32 (ELU = 93,5kN/m e ELS = 32,73kN/m) 

observa-se, para esta configuração do alvéolo, valores contra a segurança para o ELU 

usando a análise linear, já para o ELS o resultado obtido pela análise linear é a favor 

da segurança. 

Na Figura 9.35 é mostrada a distribuição de tensões normais na direção longitudinal 

da viga alveolar para o último passo de carga utilizado para construir a curva mostrada 

na Figura 9.34, devido à simetria é mostrada apenas a metade esquerda da viga. 

Observa-se que no entorno dos vértices do primeiro alvéolo os elementos da malha 

apresentam as cores vermelho e azul escuro que representam, na escala de cores 

mostrada na figura, as tensões limite de escoamento na tração e compressão, 

enquanto que os elementos das mesas próximos ao meio do vão apresentam nível de 

tensão abaixo da tensão de escoamento do material. Isto caracteriza um colapso 

iniciado por plastificação do material no entorno dos vértices do primeiro alvéolo, 

caracterizando a formação de mecanismo Vierendeel. Este fenômeno também pode 

ser verificado na Figura 9.36 que apresenta a malha de elementos finitos deformada 

para o último passo da curva da Figura 9.34.   

Figura 9.35 - Tensões normais em x na viga com alvéolos hexagonais 

 

 

Fonte: Autora 
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Figura 9.36 - Deformada da viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 

 

9.3.2 Alvéolo Elíptico 

Na segunda análise para a viga biapoiada descrita em 9.3 é considerado o alvéolo do 

tipo elíptico. Para as três variáveis de projeto referentes ao problema de avelo elíptico 

foram admitidos 10 bits para o tamanho binário da variável e os valores limites de 

0,05m a 0,30m para a0, 0,10m a 0,70m para b0, e 0,10m a 0,50m para c0. Nesse caso 

em vez de ℎ0 é considerado o outro diâmetro da elipse como variável (𝑐0), e ℎ0 é 

determinado como mostrado na Equação (4.4) no item 4.2. Assim como no caso do 

alvéolo hexagonal a posição de corte hi foi considerada de tal forma que os alvéolos 

sejam simétricos em relação à altura da viga.  

Após 100 gerações o algoritmo genético converge para os valores de 5,3cm, 62,4cm 

e 47,2cm para as variáveis a0, b0 e c0, respectivamente, definindo uma capacidade de 

carga da viga alveolar dada por um carregamento distribuído de 19,04kN/m, sendo 

este valor definido pelo ELU de flambagem lateral com torção. Na Figura 9.37 é 

mostrada a evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo e para o 

carregamento médio ao longo das gerações. Neste exemplo melhor indivíduo da 

primeira geração definiu uma capacidade de carga para a viga alveolar de 17,84 kN/m 

e após 51 gerações o algoritmo define um melhor indivíduo com capacidade de carga 

de 19,04kN/m, sendo este valor não mais alterado até a centésima geração. 
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Figura 9.37 - Evolução do carregamento na viga com 

alvéolos elípticos ao longo das gerações 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 9.38 é possível observar a forma dos alvéolos encontrada para a primeira 

e para a centésima geração. 

Figura 9.38 - Forma dos alvéolos em meio vão na 1ª e na 100ª geração dimensões em (mm) 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.39 é mostrada a evolução da capacidade de carga do melhor indivíduo 

em relação aos diferentes estados limites analisados. Observa-se dessa figura que o 

ELU relacionado à flambagem lateral com torção é o determinante seguido pela 

flambagem do montante, já para os demais estados limites, assim como no exemplo 

anterior, existe uma folga considerável em relação ao estado limite determinante. 
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Na Figura 9.39 pode observar também que, assim como no caso do alvéolo 

hexagonal, diferentes configurações para o alvéolo definem a mesma capacidade de 

carga considerando o estado limite de flambagem lateral com torção, isto é verificado 

observando que enquanto a curva para FLT mantém constante, as outras curvas 

variam mostrando que as dimensões do alvéolo estão sendo alteradas. 

Figura 9.39 - evolução dos ELS e ELU para o melhor indivíduo 

 

 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 9.40 é mostrada a geometria e distribuição dos alvéolos ao longo da metade 

do vão da viga alveolar para as variáveis de projeto obtidas após 100 gerações do 

algoritmo genético. Também é mostrado um detalhe do primeiro alvéolo para melhor 

visualização da malha de elementos finitos utilizada. 
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Figura 9.40 - distribuição dos alvéolos elípticos em meio vão 

 

 

Fonte: Autora 

Para a verificação dos ELU e ELS foi utilizada o mesmo procedimento descrito no 

exemplo 9.3.1. Na Figura 9.41 é mostrada a curva carga-deslocamento da viga 

considerando uma análise de elementos finitos utilizando o elemento triangular não 

linear em estado plano de tensões apresentado no item 6.2. 



 

120 

 

 

Figura 9.41 - Curva carga-deslocamento para a viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 

Observa-se da Figura 9.41 que o carregamento para a flecha limite de 11,4mm é dado 

por 23,5 kN/m e o carregamento último encontrado para uma flecha excessiva de 

50mm é dado por 34,2kN/m. A relação entre carregamento último e de serviço neste 

exemplo é igual a 2,0, sendo possível observar que ELU é determinante em relação 

ao ELS.  

Ao realizar a comparação com a análise linear mostrada na Figura 9.39 (ELU = 

53,7kN/m e ELS = 27,38kN/m) observa-se, para esta configuração do alvéolo, uma 

aproximação a favor da segurança para o ELS da resposta usando a análise linear, e 

uma diferença significativa e contra a segurança da análise linear quanto ao ELU. O 

mapa de cores que representa o nível de tensão normal na direção longitudinal da 

viga alveolar para o último passo de carga utilizado para construir a curva mostrada 

na Figura 9.41 é apresentado na Figura 9.42.  

Na Figura 9.42, observa-se que no entorno dos vértices do primeiro alvéolo os 

elementos da malha apresentam as cores vermelho e azul escuro que representam, 

na escala de cores mostrada na figura, as tensões limite de escoamento na tração e 

compressão, isto caracteriza a formação de mecanismo Vierendeel, um colapso 

iniciado por plastificação do material no entorno dos vértices do primeiro alvéolo, este 
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é um comportamento esperado para vigas alveolares. Nos elementos das mesas 

próximos ao meio do vão nota-se um nível de tensão abaixo da tensão de escoamento 

do material. Os comportamentos descritos também podem ser verificados na Figura 

9.43 que apresenta a malha de elementos finitos deformada para o último passo da 

curva carga versus deslocamentos para a viga apresentada.   

Figura 9.42 - Tensões normais em x na viga com alvéolos elípticos 

 

Fonte: Autora  

 
Figura 9.43 - Deformada da viga com alvéolos elípticos 

 

Fonte: Autora  
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9.3.3  Alvéolo hexagonal – Análise não linear 

 

Neste exemplo as variáveis que definem a forma do alvéolo hexagonal que otimizam 

a capacidade de carga da viga simplesmente apoiada analisada nos itens anteriores 

são definidas usando o elemento triangular apresentado no item 6.2 deste trabalho 

considerando não linearidade física. É considerada para o aço uma curva tensão 

deformação elástico perfeitamente plástico e um critério de falha como mostrado no 

capítulo Erro! Fonte de referência não encontrada. deste trabalho. A malha de e

lementos finitos é definida usando a metodologia apresentada no capítulo 7 para cada 

atribuição das variáveis e considerando um cateto limite de 1,3cm (𝑐𝑙 = 1,3cm). 

A capacidade de carga da viga (valor da função objetivo a ser maximizada pelo 

algoritmo genético) é definida a partir da verificação do ELS de deformação excessiva, 

dos estados limites últimos avaliados considerando análise não linear de elementos 

finitos. Os estados limites últimos relacionados à flambagem não são verificados neste 

exemplo, isto porque a implementação desenvolvida neste trabalho não considera a 

não linearidade geométrica, somente física. Neste caso, seria necessária a utilização 

das equações aproximadas que, como vimos nos exemplos anteriores, são muito 

determinantes em comparação com os ELU e ELS. Sendo assim, é admitido neste 

exemplo, travamento lateral, que impede FLT, e é omitida a FLM, que em situações 

práticas pode ser evitada por meio do uso de enrijecedores em pontos onde existem 

elevados valores de esforços cortantes. 

Os ELU e ELS são definidos construindo uma curva carga-deslocamento para a viga 

alveolar analisada. A partir dessa curva determina-se a capacidade de carga da viga 

(valor da função objetivo a ser maximizada pelo algoritmo genético) dada pelo menor 

valor entre o carregamento uniformemente distribuído de serviço que gera uma flecha 

máxima igual ao valor limite, que neste exemplo foi considerada 𝐿/350 (1,14cm), ou 

o carregamento uniformemente distribuído último considerado ser o carregamento que 

gera uma flecha máxima maior ou igual a 5 vezes a flecha limite de serviço. É 

considerado neste exemplo que o carregamento último é duas vezes o carregamento 

de serviço. Dessa forma, o algoritmo genético neste exemplo busca fornecer os dados 
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para geração dos alvéolos de forma a maximizar o comportamento da viga 

respeitando ambas as condições de serviço e última. 

Assim como nos exemplos anteriores, foi considerado no algoritmo genético seleção 

do tipo proporcional com elitismo garantindo o melhor indivíduo nas gerações 

seguintes. Para o processo de crossover foi considerado uma taxa de probabilidade 

de 0,8 e mutação com taxa de probabilidade de 0,03. Não foi admitido o 

escalonamento dos valores de aptidões e foi adotado o valor de penalidade igual a 

zero para os indivíduos que não atendem as restrições definidas neste trabalho. Para 

o tamanho da população foram admitidos 20 indivíduos analisados em um total de 50 

gerações. 

Como neste caso não são verificados os ELU considerando a flambagem, são 

consideradas as quatro variáveis de projeto referentes ao problema de alvéolo 

hexagonal, sendo admitidos 10 bits para o tamanho binário da variável e os valores 

limites de 0,05m a 0,30m para a0, 0,05m a 0,60m para b0, 0,05m a 0,24m para h0 e 

0,05m a 0,22m para hi.  

Após 50 gerações o algoritmo genético define os valores de 9,7cm, 40,5cm, 16,7cm, 

e 5,9 cm para as variáveis a0, b0, c0 e hi, respectivamente.  Para as variáveis 

encontradas, é obtido um carregamento de cálculo de 84,77 kN/m. Na Figura 9.44 é 

mostrada a evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo (variáveis de 

projeto: a0, b0, c0 e hi) ao longo das gerações, assim como a evolução da média das 

avaliações de todos os indivíduos de cada geração. Observa-se nesta figura que a 

população inicial gera um melhor indivíduo com capacidade de carga de 68,63 kN/m 

e após 28 gerações o melhor individuo apresenta capacidade de carga de 84,77 kN/m 

sendo este valor mantido até a geração 50. No Apêndice B são apresentadas as 

formas dos alvéolos do melhor indivíduo obtido para cada uma das 50 gerações. 
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 Figura 9.44 - Evolução do carregamento ao longo das gerações 

 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.45 é mostrada a geometria e distribuição dos alvéolos ao longo da metade 

do vão da viga alveolar para as variáveis de projeto obtidas após 50 gerações do 

algoritmo genético. Comparando a Figura 9.45 com a resposta obtida para a análise 

linear, Figura 9.33, observa-se que a quantidade de alvéolos para análise não linear 

é maior, reduzindo a altura dos alvéolos. Neste exemplo não foram considerados os 

estados limites referente à flambagem o que gerou esta diferença significativa nas 

repostas linear e não-linear, já que esses estados limites foram determinantes na 

análise linear, como pode ser viso nos exemplos anteriores. 
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 Figura 9.45 - Geometria e distribuição dos alvéolos hexagonais em meio vão 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 9.46 a seguir é apresentada a curva carga deslocamento da viga alveolar 

obtida neste exemplo. Observa-se da viga que para um carregamento uniformemente 

distribuído de 42,6 kN/m a viga apresenta a flecha limite de serviço, sendo, portanto, 

esse carregamento definido como o carregamento limite de serviço. Já o máximo 

carregamento suportado pela viga alveolar é de 70,4 kN/m, este carregamento é 

definido como carregamento último. Como é considerado neste exemplo que a relação 

entre os carregamentos último e de serviço é 2, a capacidade de carga da viga vai ser 

o menor valor entre o carregamento último e o dobro do carregamento de serviço. 

Assim, conclui-se que o carregamento de último é determinante para esta viga e sua 

capacidade de carga é dada por 70,4 kN/m.    
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Figura 9.46 - Curva carga deslocamento da viga alveolar 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.47 é mostrado por meio de um mapa de cores o nível de tensão normal 

na direção longitudinal da viga alveolar para o último passo de carga utilizado para 

construir a curva mostrada na Figura 9.46, devido à simetria é mostrada apenas a 

metade esquerda da viga.  

Observa-se que nas mesas e parte da alma no meio do vão os elementos da malha 

apresentam as cores vermelho e azul escuro que representam, na escala de cores 

mostrada na figura, as tensões limite de escoamento na tração e compressão. No 

entorno do primeiro alvéolo também são apresentadas algumas regiões com níveis 

de tensões normais na direção x próximos à tensão de escoamento do material, como 

nesta região existem tensões cisalhantes significativas as tensões principais nessas 

regiões chegam às tensões limite do material. Portanto, desprezando efeitos de 

segunda ordem localizados ou não, a viga alveolar analisada apresenta um colapso 

de plastificação do ponto de flexão máxima juntamente com a plastificação do entorno 

do primeiro alvéolo. Este fenômeno também pode ser verificado na Figura 9.48 que 

apresenta a malha de elementos finitos deformada para o último passo da curva da 

Figura 9.46. Verifica-se deformações excessivas nos elementos do entorno do 

primeiro alvéolo e também nas mesas no centro da viga.  
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Figura 9.47 - Distribuição de tensões ao longo da metade da viga 

 

 

 Fonte: Autora 

 

Figura 9.48 - Deformada da viga alveolar 

 

Fonte: Autora 

 

9.3.4 Análise do perfil de alma cheia 

 

Para uma melhor comparação dos resultados obtidos, para este exemplo também foi 

realizada a análise de tensões para a tensão normal na direção do eixo da viga para 

a viga de alma cheia de dimensões iguais a do perfil utilizado para gerar a viga alveolar 
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analisada neste exemplo. Na Figura 9.49, é apresentado o mapa de tensões para a 

original, observa-se dessa figura a formação de uma rótula plástica no meio do vão 

devido ao momento máximo nesta seção, isso é evidenciado pelas regiões em 

vermelho escuro e azul escuro na região de momento máximo da viga. Enquanto que 

na região de apoio a região em vermelho ou azul escuro é bem menor comparada 

aquela verificada na viga alveolar construída a partir desta viga de alma cheia. 

  

Figura 9.49 - análise de tensões para a tensão normal na 

direção do eixo da viga para a viga de alma cheia 

 

 

 

Fonte: Autora 

 

Na Figura 9.50 a seguir é apresentada a curva carga-deslocamento para a viga de 

alma cheia de dimensões iguais a do perfil utilizado para gerar a viga alveolar 

analisada neste exemplo. A curva EPT mostrada nesta figura foi obtida usando o 

elemento finito triangular com formulação considerando a não linearidade do material 
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apresentado neste trabalho. O mesmo elemento usado para encontrar a análise de 

tensões mostrada na Figura 9.49.  Já a curva unidimensional foi encontrada usando 

um elemento de barra com formulação considerando a teoria de viga de Timoshenko. 

Observa-se da análise dos dois elementos que a carga última da viga é igual para as 

duas análises o mesmo acontecendo para o comportamento inicial da curva. A 

pequena diferença observada na parte intermediária das curvas deve-se ao fato que 

na análise em estado plano de tensões consegue-se verificar de forma mais 

abrangente a influência da não linearidade do material ao longo do comprimento da 

viga e da seção transversal. 

Verificando a flecha limite para a viga de alma cheia observa-se que o carregamento 

de serviço obtido é de 24 kN/m, já o carregamento último é de 52 kN/m. Como é 

considerado neste exemplo que a relação entre os carregamentos último e de serviço 

é 2, a capacidade de carga da viga de alma cheia vai ser o menor valor entre o 

carregamento último e o dobro do carregamento de serviço. Assim, conclui-se que o 

carregamento de serviço é determinante para a viga de alma cheia e sua capacidade 

de carga é dada por 48,0 kN/m. Comparando esses valores com aqueles obtidos pela 

viga alveolar definida pelo algoritmo de otimização apresentado neste trabalho, 

observa-se um aumento significativo da capacidade de carga da viga com alvéolos 

hexagonais.  
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Figura 9.50 - curva carga-deslocamento para a viga de alma cheia 

 

Fonte: Autora 
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9.4 EXEMPLO 02 – VIGA CONTÍNUA 
 

Neste segundo exemplo é analisada uma viga continua de três apoios submetida a 

um carregamento uniformemente distribuído em um vão e uma força concentrada no 

outro, como mostrado na Figura 9.51 a seguir. A seção transversal, os parâmetros 

para o algoritmo genético e o percentual de elementos plastificados nas mesas e alma 

são os mesmos utilizados no exemplo 8.2,  

Figura 9.51 - Viga contínua analisada 

  

Fonte: Autora 

 

A capacidade de carga da viga é definida de forma análoga ao apresentado no 

exemplo detalhado na seção 9.3. Para o ELS de deformação excessiva é considerada 

flecha limite de 𝐿/350, ou seja, 0,86cm para o vão de 3m e 1,0cm para o vão de 3,5m. 

Para a verificação dos ELU envolvendo flambagem é considerado Cb = 1,14, e Cl = 1 

(número de pontos de travamentos lateral ao longo do vão da viga). É considerado 

que a viga tem um ponto de travamento que divide igualmente em duas partes o 

comprimento de flambagem lateral da viga contínua. Foi considerado o menor valor 

para o coeficiente Cb, a favor da segurança, visto que para um carregamento 

uniformemente distribuído Cb = 1,14 e para uma carga concentrada Cb = 1,32, 

segundo os critérios estabelecidos pela NBR 8800:2008. 

Neste exemplo é feita apenas a análise linear considerando o alvéolo do tipo 

hexágono e os valores limites para as variáveis de projeto são os mesmos 

considerados no exemplo apresentado no item 9.3.1. 

Após 100 gerações o algoritmo genético define os valores de 7,2 cm, 62,1 cm e 23,7 

cm para as variáveis a0, b0 e h0, respectivamente, as quais definem uma capacidade 

de carga da viga alveolar dada por um carregamento q = 30,43kN/m, sendo este valor 
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definido pelo ELU de flambagem lateral com torção. Na Figura 9.52 é mostrada a 

evolução do carregamento obtido para o melhor indivíduo e do carregamento médio 

ao longo das gerações. 

Figura 9.52 - Evolução do carregamento na viga com alvéolos hexagonais ao longo das gerações 

 

 

Fonte: Autora 

 

Observa-se da Figura 9.52 que o melhor indivíduo da primeira geração definiu uma 

capacidade de carga para a viga alveolar de 30,02 kN/m e após 36 gerações o 

algoritmo define um melhor indivíduo com capacidade de carga de 30,43 kN/m, sendo 

este valor não mais alterado até a centésima geração.  Na Figura 9.53 é apresentada 

a distribuição dos alvéolos na viga otimizada, na figura também é possível observar o 

posicionamento dos carregamentos e dos apoios em relação aos alvéolos gerados. 
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Figura 9.53 - Distribuição dos alvéolos na viga otimizada 

 

Fonte: Autora 

 

A Figura 9.54 ilustra a evolução da capacidade de carga do melhor indivíduo em 

relação a diferentes estados limites analisados. O ELU relacionado à flambagem 

lateral com torção é o determinante, seguido de perto pela flambagem do montante. 

Para os demais ELU e o ELS, o perfil definido pelo algoritmo apresenta uma folga 

considerável em relação ao estado limite determinante, considerando as 

aproximações utilizadas nesta análise linear. O carregamento para o ELS mostrado 

na figura está multiplicado pela relação entre os carregamentos últimos e de serviço, 

adotada como igual a 2 neste exemplo. A figura indica também que diferentes 

configurações do alvéolo possuem a mesma capacidade de carga para o estado limite 

de flambagem lateral com torção, visto que a curva para FLT permanece constante 

enquanto as outras curvas sofrem variações. 
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Figura 9.54 – evolução dos ELS e ELU para o melhor indivíduo 

 

 

Fonte: Autora 

Na Figura 9.55 é mostrado um detalhe do primeiro alvéolo para melhor visualização 

da malha de elementos finitos utilizada. 

Figura 9.55 - detalhe do primeiro alvéolo para visualização da malha utilizada 

 

Fonte: Autora 

 

Neste exemplo, foi utilizada uma análise de elementos finitos considerando 

linearidade física e geométrica para a verificação dos ELU e ELS. A realização de uma 
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análise não linear não mudaria a resposta, devido às formulações analíticas usadas 

para o FLT e FLM. Para confirmar os ELU e ELS, uma análise física não linear foi 

realizada na viga alveolar otimizada, resultando na curva carga-deslocamento 

mostrada na Figura 9.56 obtida por elementos finitos com o elemento triangular não 

linear em estado plano de tensões, conforme detalhado no item 6.2. 

Figura 9.56 - Curva carga-deslocamento para a viga com alvéolos hexagonais 

  

Fonte: Autora 

 

Observa-se da Figura 9.56 que o carregamento necessário para atingir a flecha limite 

de 10mm é de 31kN/m, já o carregamento último, para uma flecha excessiva de 

55mm, é de 43kN/m, os valores apresentados foram obtidos para o vão de 3,5m.  

Para o vão de 3,0m a flecha máxima ocorre à 1,71m do apoio da extremidade sendo 

seu valor de 2,8mm para o carregamento de 31kN/m, bem inferior à flecha limite de 

8,6mm, com isso, conclui-se que o vão de 3,5m é determinante para o ELS. Utilizada 

a relação entre carregamento último e de serviço igual a 2, observa-se que os ELU 

são determinantes em relação ao ELS. Comparando com a análise linear mostrada 

na Figura 9.54 (ELU = 60kN/m e ELS = 47kN/m) observa-se, para esta configuração 

do alvéolo, valores contra a segurança tanto para o ELU quanto ELS obtidos usando 

a análise linear. 
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Um mapa de cores, apresentado na Figura 9.57, é utilizado para representar o nível 

de tensão normal na direção longitudinal da viga alveolar para o último passo de carga 

utilizado para construir a curva carga versus deslocamento para a viga otimizada. 

Observa-se que o vão de 3,5m apresenta níveis de tensões bem maiores que no vão 

de 3m. Observa-se ainda, que na região central do vão de 3,5m tanto elementos da 

mesa quanto no entorno dos vértices dos alvéolos apresentam as cores vermelho e 

azul escuro que representam, na escala de cores mostrada na figura, as tensões limite 

de escoamento na tração e compressão.  

Quando observamos o apoio interno, as tensões limites se concentram nas regiões 

no entorno dos vértices dos alvéolos. Isto caracteriza um colapso iniciado por 

plastificação do material da mesa devido ao momento máximo positivo próximo ao 

meio do vão de 3,5m e posterior plastificação do material no entorno dos alvéolos no 

apoio interno devido a ação conjunta de momento negativo e força cortante. Este 

fenômeno também pode ser verificado na Figura 9.58 que apresenta a malha de 

elementos finitos deformada para a viga alveolar analisada.   

Figura 9.57 - Tensões normais em x na viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 
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Figura 9.58 - Deformada da viga com alvéolos hexagonais 

 

Fonte: Autora 
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10 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 
10.1 CONCLUSÃO 
 

O presente trabalho traz como objetivo principal o estudo e a investigação de técnicas 

para obtenção de modelos de linha de corte para desenvolvimento de vigas alveolares 

de aço por meio da utilização de técnicas de otimização, para isso foi realizada a 

implementação de um programa de otimização em linguagem C++. 

Foi realizada a implementação de um modelo de elemento finito de triangular de três 

nós, bem como uma rotina de otimização da forma dos alvéolos utilizando o método 

dos algoritmos genéticos para as vigas com aberturas hexagonais e elípticas. A 

implementação permite ainda análise linear e não linear para a otimização das 

estruturas consideradas. Para a análise linear, é permitida a avaliação da quantidade 

de elementos plastificados nas mesas e na alma. O programa implementado foi 

validado com a utilização de modelos numéricos e experimentais, mostrando que os 

resultados são consistentes tanto para as aberturas circulares como para as aberturas 

hexagonais.  

Alguns exemplos foram testados considerando diferentes tamanhos de vigas e seções 

transversais, obtendo como resultado a geometria otimizada para as aberturas, bem 

como a carga última para a configuração otimizada. Também são apresentadas as 

distribuições de tensões ao longo das estruturas otimizadas. O presente trabalho 

demonstra que a otimização utilizando o método dos algoritmos genéticos em 

potencial para ser desenvolvida e amplamente utilizada. 

Os resultados encontrados mostram que a capacidade de carga das vigas alveolares 

é significativamente influenciada pelos modos de colapso de flambagem lateral com 

torção e flambagem do montante de alma, que neste trabalho, foram considerados 

por meio de formulações analíticas. A capacidade de carga determinante para a FLT 

e FLM pode ser obtida por meio de diferentes geometrias de alvéolo, sendo os fatores 

que mais influenciam na resistência da viga em relação ao FLT a altura final do perfil 

e altura do alvéolo. 
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Quando são desconsiderados os modos de colapso referentes a FLT, que pode ser 

evitado em situações praticas pelo uso de contenções laterais, e  FLM que pode ser 

evitado com o uso de enrijecedores de alma, é possível notar alguma relação entre as 

dimensões obtidas para os alvéolos e a resistência encontrada. De forma geral, os 

resultados obtidos permitem concluir que a resistência da viga é significativamente 

alterada em função da altura das aberturas e principalmente em relação ao tamanho 

dos montantes. Nota-se que tanto para a análise linear como para a análise não linear 

que menores montantes produzem melhores resultados, e os maiores montantes 

produzem os piores resultados. 

Os resultados obtidos demonstram que há potencial para a otimização das linhas de 

corte de vigas alveolares de aço, e que os modelos atualmente utilizados no mercado 

não apresentam as geometrias mais eficientes frente aos modos de colapso 

analisados neste trabalho. Contudo, estudos com maior abrangência de modos de 

colapso não apresentados neste trabalho devem ser realizados antes da proposição 

de um novo padrão de corte para a utilização no mercado. 

 

10.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 
 

Os resultados apresentados no presente estudo demonstram que a otimização por 

meio da utilização do método dos algoritmos genéticos pode apresentar resultados 

satisfatórios e consistentes.  

Dessa forma, sugere-se a elaboração de estudos que utilizem elementos de casca, 

para que os modos de colapso pela flambagem lateral do montante da alma e a 

flambagem lateral com torção possam ser considerados dentro da rotina de 

otimização por meio da análise de elementos finitos considerando a não linearidade 

geométrica. 

Outra sugestão, é a consideração de outros tipos de perfis estruturais que possam 

servir como perfis geradores de vigas alveolares. Para isto seria necessário apenas 
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alguns acréscimos nas rotinas responsáveis pela discretização da viga em uma malha 

de elementos finitos triangulares.  
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APÊNDICE A 

 

Neste apêndice são apresentadas as geometrias encontradas para os alvéolos da 

viga analisada de forma linear no Exemplo 01, apresentado no tópico 9.3.1. Os 

resultados apresentados neste apêndice desconsideram os ELU referentes à 

flambagem lateral com torção, e flambagem do montante da alma.  O valor de qser já 

se encontra multiplicado pelo fator α=2, considerado para a resolução deste exemplo. 

Uma análise dos resultados obtidos permite inferir que, para a viga a viga analisada 

neste exemplo os piores resultados foram obtidos para as vigas da geração 60 a 65, 

que apresentam os maiores valores para os montantes de alma, sendo o ELU o estado 

limite determinante para a capacidade de carga. Os melhores resultados foram 

obtidos para as vigas alveolares da 88ª e 89ª geração, que apresentam os menores 

valores para o montante de alma, neste caso o ELS foram determinantes para a 

capacidade de carga.  O valor de h0 apresenta pouca variação ao longo das gerações. 

Dos resultados obtidos, não é possível estabelecer uma relação direta entre a razão 

largura/altura do alvéolo que proporcione melhores resultados, tendo essa relação 

variado significativamente para os resultados. 

Geração ELU 
(kN/m) 

ELS 
(kN/m) 

a0 (m) b0 (m) h0 (m) 

1 78.27 61.63 0.156 0.443 0.230 

2 78.27 61.63 0.156 0.443 0.230 

3 78.27 61.63 0.156 0.443 0.230 

4 78.27 61.63 0.156 0.443 0.230 

5 75.11 61.24 0.156 0.443 0.236 

6 75.11 61.24 0.156 0.443 0.236 

7 75.11 61.24 0.156 0.443 0.236 

8 75.11 61.24 0.156 0.443 0.236 

9 74.80 61.17 0.157 0.443 0.236 

10 74.80 61.17 0.157 0.443 0.236 

11 61.16 53.68 0.242 0.586 0.236 

12 86.30 65.69 0.094 0.380 0.237 

13 86.30 65.69 0.094 0.380 0.237 

14 86.30 65.69 0.094 0.380 0.237 

15 78.69 64.55 0.110 0.380 0.237 

16 78.69 64.55 0.110 0.380 0.237 

17 78.69 64.55 0.110 0.380 0.237 
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Geração ELU 
(kN/m) 

ELS 
(kN/m) 

a0 (m) b0 (m) h0 (m) 

18 61.68 58.14 0.176 0.365 0.237 

19 61.68 58.14 0.176 0.365 0.237 

20 53.85 52.07 0.253 0.623 0.237 

21 53.85 52.07 0.253 0.623 0.237 

22 78.56 64.56 0.110 0.380 0.237 

23 45.28 51.08 0.253 0.323 0.237 

24 88.54 65.78 0.086 0.558 0.237 

25 84.52 63.64 0.102 0.680 0.237 

26 84.52 63.64 0.102 0.680 0.237 

27 84.52 63.64 0.102 0.680 0.237 

28 79.01 64.16 0.111 0.553 0.237 

29 82.09 63.16 0.109 0.680 0.237 

30 82.09 63.16 0.109 0.680 0.237 

31 84.52 63.64 0.102 0.680 0.237 

32 88.79 63.62 0.108 0.633 0.237 

33 88.79 63.62 0.108 0.633 0.237 

34 88.79 63.62 0.108 0.633 0.237 

35 88.71 63.60 0.108 0.633 0.237 

36 88.72 63.59 0.108 0.633 0.237 

37 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

38 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

39 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

40 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

41 80.39 64.49 0.106 0.557 0.237 

42 80.39 64.49 0.106 0.557 0.237 

43 80.39 64.49 0.106 0.557 0.237 

44 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

45 93.76 64.09 0.108 0.587 0.237 

46 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

47 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

48 80.51 64.50 0.106 0.557 0.237 

49 97.96 64.75 0.101 0.567 0.237 

50 97.96 64.75 0.101 0.567 0.237 

51 85.66 63.84 0.099 0.679 0.237 

52 56.79 53.85 0.231 0.679 0.237 

53 85.66 63.84 0.099 0.679 0.237 

54 94.78 64.54 0.099 0.604 0.237 

55 90.80 64.17 0.098 0.642 0.237 

56 96.11 64.57 0.101 0.586 0.237 

57 87.79 66.42 0.082 0.286 0.237 

58 87.79 66.42 0.082 0.286 0.237 

59 87.79 66.42 0.082 0.286 0.237 

60 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 
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Geração ELU 
(kN/m) 

ELS 
(kN/m) 

a0 (m) b0 (m) h0 (m) 

61 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 

62 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 

63 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 

64 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 

65 43.73 48.34 0.289 0.623 0.237 

66 85.05 65.74 0.086 0.576 0.237 

67 85.05 65.74 0.086 0.576 0.237 

68 85.05 65.74 0.086 0.576 0.237 

69 102.32 65.95 0.082 0.586 0.237 

70 102.32 65.95 0.082 0.586 0.237 

71 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

72 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

73 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

74 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

75 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

76 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

77 79.91 60.92 0.145 0.586 0.237 

78 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

79 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

80 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

81 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

82 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

83 93.59 67.56 0.058 0.586 0.237 

84 105.06 67.10 0.058 0.620 0.237 

85 104.97 67.07 0.059 0.620 0.237 

86 104.97 67.07 0.059 0.620 0.237 

87 65.52 57.35 0.183 0.586 0.237 

88 101.15 68.49 0.050 0.399 0.237 

89 101.15 68.49 0.050 0.399 0.237 

90 98.82 68.23 0.060 0.471 0.237 

91 98.82 68.23 0.060 0.471 0.237 

92 81.36 60.45 0.152 0.699 0.237 

93 83.04 60.53 0.152 0.680 0.237 

94 97.52 66.51 0.060 0.679 0.237 

95 75.03 57.83 0.189 0.624 0.237 

96 97.83 66.58 0.058 0.680 0.237 

97 97.83 66.58 0.058 0.680 0.237 

98 93.54 65.47 0.074 0.680 0.237 

99 97.58 66.49 0.060 0.678 0.237 

100 93.54 65.47 0.074 0.680 0.237 
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APÊNDICE B 

 

Neste apêndice são apresentadas as geometrias encontradas para os alvéolos da 

viga analisada de forma não linear no Exemplo 01, apresentado no tópico 9.3.3. Os 

resultados apresentados neste apêndice desconsideram os ELU referentes à 

flambagem lateral com torção, e flambagem do montante da alma.  O valor de qser já 

se encontra multiplicado pelo fator α=2, considerado para a resolução deste exemplo. 

Uma análise dos resultados obtidos permite inferir que, para a viga a viga analisada 

neste exemplo os piores resultados foram obtidos para as vigas da primeira geração, 

que apresentam os maiores valores para os montantes de alma, sendo o ELU o estado 

limite determinante para a capacidade de carga. Os melhores resultados foram 

obtidos para as vigas alveolares da 28ª à 50ª geração, que apresentam os menores 

valores para o montante de alma. 
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O valor de h0 apresenta variação ao longo das gerações, sendo reduzido e ampliado. 

Dos resultados obtidos, a razão largura/altura que proporcionou melhores resultados, 

para este exemplo é de aproximadamente 1,2. O valor de hi sofreu gradual aumento 

ao longo das gerações, mas não o suficiente para garantir a condição de simetria.  

Geração 
ELU 

(kN/m) 
a0 (m) b0 (m) h0 (m) hi (m) 

1 68.63 0.223 0.253 0.138 0.051 

2 68.63 0.223 0.253 0.138 0.051 

3 71.21 0.223 0.253 0.138 0.051 

4 71.21 0.223 0.253 0.138 0.051 

5 71.21 0.223 0.253 0.138 0.051 

6 73.42 0.223 0.253 0.140 0.051 

7 78.88 0.223 0.253 0.140 0.051 

8 78.88 0.223 0.253 0.140 0.051 

9 78.88 0.223 0.253 0.140 0.051 

10 78.88 0.223 0.253 0.140 0.051 

11 78.88 0.149 0.591 0.112 0.063 

12 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

13 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

14 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

15 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

16 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

17 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

18 81.62 0.149 0.591 0.112 0.063 

19 81.75 0.149 0.591 0.112 0.063 

20 83.62 0.113 0.323 0.136 0.067 

21 83.62 0.113 0.323 0.136 0.067 

22 83.62 0.113 0.323 0.136 0.067 

23 83.62 0.113 0.323 0.136 0.067 

24 83.62 0.113 0.323 0.136 0.067 

25 83.62 0.050 0.323 0.133 0.067 

26 83.62 0.050 0.323 0.136 0.067 

27 83.62 0.050 0.323 0.136 0.067 

28 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

29 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

30 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

31 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

32 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

33 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

34 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

35 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

36 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 
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37 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

38 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

39 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

40 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

41 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

42 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

43 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

44 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

45 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

46 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

47 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

48 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

49 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

50 84.77 0.050 0.323 0.136 0.067 

 

 



 

170 

 

 



 

171 

 



 

172 

 

 

 



 


