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“Pequena é a abelha entre o seres alados, o
que produz, entretanto, é o que há de mais
doce.”(Eclesiástico 11:3)
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Resumo

Neste trabalho, propõem-se um novo algoritmo híbrido denominado Multiobjective
Optimization Estimation of Distribution Algorithm based on Bee Colonies and Clus-
ters (MOEDABC) para resolução de problemas de otimização multiobjetivo de larga
escala no domínio contínuo. Este algoritmo é inspirado na organização de uma colô-
nia de abelhas e baseia-se nos algoritmos de estimação de distribuição. Como forma
de gerar melhores soluções utiliza-se também técnicas de clusterização com a finali-
dade de aumentar a convergência local das soluções na fronteira Pareto. O algoritmo
é baseado em quatro tipos de abelhas: as campistas, as observadoras, as nutrizes
e as escoteiras, onde cada uma utiliza uma forma diferente de gerar as novas solu-
ções. Combinando diferentes técnicas como clusterização, estimação de distribuição
e algoritmos genéticos possibilitou-se um melhor aprendizado por meio de modelos
probabilísticos baseados em distribuições Gaussianas e de Cauchy, obtendo assim
soluções de maior qualidade. Em busca de obter maior flexibilidade do algoritmo
na resolução de problemas foi introduzido um feromônio de controle responsável por
controlar a proporção de cada tipo de abelhas na colônia. Comparado com outros
algoritmos os resultados obtidos demonstram que o algoritmo proposto apresenta
uma maior velocidade de convergência e uma melhor distribuição das soluções na
fronteira Pareto conforme os indicadores utilizados.

PALAVRAS-CHAVE: Otimização Multiobjetivo, Inteligência de enxames, Algo-
ritmos híbridos, Algoritmos de Estimação de Distribuição e Clusters.
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Abstract

In this paper, are proposed a new hybrid optimization algorithm denominated
Multiobjective Estimation of Distribution Algorithm based on Bee Colonies and
Clusters (MOEDABC) to solve large scale multi-objective optimization problems in
continuous domain. This algorithm is inspired in the organization of a bee colony
and is based on estimation of distribution algorithms. As a way to generate better
solutions also employ the clustering methods in order to increase the local conver-
gence of the solutions in the Pareto front . The algorithm is based in four types
of bees, the employer, the onlookers, the nursings and scouts, each a of which uses
differents way of generating new solutions . Combining different techniques such as
clustering, estimation of distribution algorithms and genetic algorithms was possi-
ble a better learning through probabilistic models based on Gaussian distributions
and Cauchy, thus obtaining higher quality solutions . In search of greater flexibi-
lity of the algorithm in solving problems we introduce a pheromone control that is
responsible for controlling the proportion of each type of bees in the colony . Com-
pared with other algorithms the results obtained show that the proposed algorithm
shows a faster convergence and a better distribution of solutions in the front Pareto
according to the metrics used.

Keywords: Multiobjective Optimization, Swarm Intelligence, Hybrid Algorithm,
Estimation of Distribution Algorithms and Clusters
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Capítulo 1

Introdução

Muitos algoritmos já foram propostos para otimização multiobjetivo, onde o pro-
blema a ser resolvido é composto de dois ou mais objetivos, um conjunto de variáveis
de decisão e um conjunto de restrições. Tais algoritmos visam encontrar as variáveis
que minimizam (ou maximizam se o problema for de maximização) as funções ob-
jetivos de forma a encontrar um conjunto de soluções ou balanço de compromissos
que satisfaça o conjunto de restrições do problema. O conjunto ótimo dos vetores
de decisão para estes problemas é denominado conjunto Pareto-ótimo, já o conjunto
dos vetores objetivos obtidos a partir do conjunto Pareto-ótimo correspondem a
Fronteira Pareto.

Assim o objetivo de um algoritmo de otimização multiobjetivo consiste em en-
contrar um conjunto de vetores no espaço de decisão que pertença ao conjunto
Pareto-ótimo ou a um conjunto Pareto-ótimo aproximado, onde neste caso, as solu-
ções no espaço objetivo estão próximas a Fronteira Pareto.

Problemas como estes envolvendo vários objetivos são vistos em diversas áreas
da ciência, os quais em geral são conflitantes entre si e apresentam uma grande com-
plexidade de resolução. Como forma de lidar com estes problemas, técnicas baseadas
na inteligência de enxames (swarm intelligence) vêm sendo aplicadas obtendo bons
resultados. De acordo com Thampi (2009), a inteligência de enxames consiste na
inteligência coletiva que emerge de grupos de agentes simples que atuam no meio
utilizando regras locais para governar suas ações e interações com o grupo como
forma de alcançar seus objetivos.

Dentre os algoritmos de otimização baseados na inteligência de enxames tem-
se os de Enxames de Partículas (Particle Swarm Optimization - PSO) (Kennedy
e Eberhart, 1995), Colônia de Formigas (Ant Colony Optimization - ACO) Dorigo
e Di Caro (1999), Colônia de Abelhas (Artificial Bee Colony (ABC)) (Karaboga e
Basturk, 2007), entre outros.

Devido a sua simplicidade e robustez o ABC vem sendo utilizado para resolver
uma variedade de problemas complexos. Conforme Votano et al. (2011) o algoritmo
ABC é um dos mais recentes membros da inteligência artificial. O ABC realiza um
procedimento de busca estocástica combinada por busca a vizinhança baseado no
comportamento das abelhas em busca por fontes de alimentos ou soluções. Estas
soluções são modificadas com operadores genéticos como cruzamento e mutação com
a finalidade de encontrar as soluções com maior qualidade. O ABC é um algoritmo
mono-objetivo, assim Hedayatzadeh et al. (2010) propuseram uma versão do método

1



1.0 Introdução 2

ABC multiobjetivo, o método Multi-Objective Artificial Bee Colony (MOABC) uti-
lizando o método �-dominância com um arquivo externo para manter as melhores
soluções.

Na busca por melhores soluções muitos algoritmos utilizam algumas informações
extraídas das soluções encontradas até então para o problema, tais informações
podem ser obtidas analisando a formação de agrupamentos, ou clusters, no espaço
objetivo e as correlações entre as variáveis e as funções objetivos.

Visto sua capacidade de explorar as correlações entre as variáveis do problema,
os algoritmos baseados em estimação de distribuição (Estimation of Distribution
Algorithms - EDAs) vêm ganhando atenção principalmente devido a sua capacidade
de lidar com grandes números de variáveis. De acordo com Pelikan et al. (2012)
estes algoritmos, também chamados de algoritmos evolucionários de estimação de
densidade iterativos ou algoritmo genéticos baseado em modelos, visualizam a oti-
mização como uma série de incrementais atualizações de um modelo probabilístico,
começando por soluções admissíveis geradas por distribuições uniformes e finalizando
com aquele modelo que gera apenas o modelo ótimo.

Conforme Zhang et al. (2007), a utilização de EDAs combinados com algoritmos
evolucionários em um algoritmo híbrido pode levar a melhores desempenhos na
solução de problemas de otimização de alto grau de complexidade e com estruturas
complicadas guiando o processo de mutação e geração de novos sucessores.

Contudo, visto que muitas vezes certos algoritmos apresentam maior desempenho
que outros na geração de novas soluções de determinados problemas e em determina-
dos momentos no decorrer da exploração do espaço de decisão, torna-se interessante
a utilização de algoritmos híbridos adaptativos os quais possam lidar com estes pro-
blemas com a finalidade de aumentar seu desempenho sem a necessidade de maiores
ajustes e interferências.

Portanto a principal proposta deste trabalho consiste no desenvolvimento de um
algoritmo híbrido denomidado Algoritmo de Otimização Multiobjetivo baseado em
Colônias de Abelhas e Clusters (Multiobjective Estimation of Distribution Algorithm
based on Artificial Bee Colonies and Clusters - MOEDABC) inspirado na organiza-
ção das abelhas na divisão das tarefas da colônia. Nesta divisão atribuí-se papéis
a cada tipo de abelha da colônia. Estes papéis são expressados pela utilização de
determinados algoritmos de estimação de distribuição (EDAs) baseados nas infor-
mações obtidas a partir de modelos probabilísticos do conjunto de soluções e dos
subconjuntos formados a partir da clusterização do espaço objetivo. Outro ponto
importante deste algoritmo é a utilização de um feromônio de controle o qual per-
mite ajustar a proporção de cada grupo de abelhas alocadas para explorar o espaço
de busca ou de decisão.

Tais divisões visam melhorar a convergência das soluções e sua distribuição na
fronteira Pareto evitando também convergências prematuras. Como forma de me-
lhorar as distribuições das soluções na fronteira Pareto utiliza-se os métodos Nondo-
minated Sorting e Crowding-distance assignment do NSGA-II e um arquivo externo
onde são armazenadas as soluções não dominadas. Este arquivo externo também é
utilizado na geração do feromônio de controle o qual permite ajustar a proporção
de cada grupo de abelhas no decorrer da execução do algoritmo.

De forma a analisar o comportamento do algoritmo proposto na resolução de
algumas classes de problemas, são realizadas análises baseadas em indicadores de
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desempenho, os quais permitem comparar um conjunto solução obtido pelo MO-
EDABC com o de alguns algoritmos do estado da arte na resolução de problemas
multiobjetivo de larga escala no domínio contínuo, considerando-se problemas de
larga escala aqueles com um número de variáveis maior ou igual a 100. Além disso
realiza-se também um teste comparativo do MOEDABC com e sem o feromônio de
controle com a finalidade de verificar seu efeito no desempenho do algoritmo.

1.1 Objetivos
Neste capítulo são apresentados os principais objetivos deste trabalho.

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um algoritmo que possibilite resol-
ver problemas multiobjetivo de larga escala e com um menor número de avaliações.
Visto que o custo de avaliação da função objetivo apresenta um alto custo computa-
cional, buscou-se então neste trabalho inspiração na organização de uma colônia de
abelhas, nos algoritmos de estimação de distribuição e na clusterização do espaço de
objetivo como forma de extrair maiores informações da população de soluções por
meio de modelos probabilísticos, com o propósito de resolver classes de problemas
que envolvam muitas variáveis e mais de um objetivo.

1.1.2 Objetivos Específicos

Os objetivos específicos deste trabalho são:

• Realizar estudo bibliográfico acerca dos algoritmos multiobjetivo com enfoque
especial nos bio-inspirados em enxames e naqueles baseados em estimação de
distribuição;

• Estudar e documentar o framework MOEA;

• Desenvolver o algoritmo proposto baseado no framework MOEA, assim como
os outros algoritmos utilizados nos testes comparativos;

• Utilizar problemas testes com muitas variáveis de dois ou três objetivos;

• Efetuar os testes dos algoritmos conforme os indicadores Additive Epsilon In-
dicator, Hypervolume, Inverted Distance, Maximum Pareto Front Error e Spa-
cing ;

• Executar testes estatísticos dos algoritmos a partir dos resultados obtidos.

1.2 Motivação
Muitas vezes quando observa-se a natureza tem-se a leve impressão de simplicidade
na forma que ela lida com diversos problemas. Porém por trás de um pequeno
organismo muitos pesquisadores passam anos tentando decifrar seu funcionamento
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e sua interação com o meio. Por exemplo, alguns grupos de insetos como as abelhas e
as formigas que apesar de terem um tamanho reduzido em relação a muitos animais
de maior porte conseguem manter sociedades complexas com funções bem definidas,
capazes de realizar proezas na engenharia e na otimização por meio de um conjunto
de ações cujo objetivo é alcançar o melhor para a sobrevivência do grupo e das novas
gerações.

Nestas sociedades uma das características responsáveis pelo grande sucesso des-
tes animais na natureza consiste na divisão de tarefas. De acordo com Robinson
(1992) a divisão de tarefas tem como característica chave a sua plasticidade, onde
colônias respondem a mudanças internas e externas por ajustar as taxas de indiví-
duos trabalhando em diversas tarefas necessárias a sua manutenção. A evolução da
complexidade da divisão de tarefas tem grande envolvimento com a especialização
destes animais conforme sua idade (polietismo), mudança de formas (polimorfismo)
e diferenças individuais de comportamento. Estudos também apontam a capaci-
dade de certas espécies como as abelhas de reterem características associadas em
formas mais primitivas as quais permitem a colônia responder rapidamente a mu-
danças. Estas características de divisão de tarefas, de mudança de comportamentos
e de controle da população consistem de estratégias que podem ser muito úteis para
desenvolver algoritmos mais flexíveis para resolução de problemas de otimização.

Assim ao buscar novas formas de desenvolver um algoritmo híbrido adaptativo
observou-se nas características da divisão de tarefas uma forma interessante e simples
de controlar a produção de novas soluções baseados em diferentes métodos aqui
representados por 4 tipos de abelhas.

Por outro lado, ao procurar por métodos para extrair maiores informações das
populações de soluções encontrou-se nos algoritmos de estimação de distribuição
(EDAs) uma forma de obter estas informações utilizando-se modelos probabilísti-
cos. Porém verificou-se que o emprego dos EDAs na resolução de problemas de
otimização multiobjetivo ainda não é muito difundido, visto o alto custo computa-
cional dos EDAs na estimação dos parâmetros das populações de soluções e a sua
dificuldade em resolver determinados problemas. Contudo visto que muitos proble-
mas apresentam um número relativamente grande de variáveis, o custo da função
de avaliação torna-se computacionalmente cara justificando a utilização destes mé-
todos. Além disso muitos destes problemas também apresentam correlações, tanto
das variáveis no espaço de decisão quanto no espaço objetivo, as quais podem ser
exploradas combinando aos EDAs determinadas técnicas como a clusterização.

Portanto, com base nestas ideias iniciou-se o desenvolvimento de um novo al-
goritmo híbrido para resolução de problemas otimização multiobjetivo inspirados
na organização de uma colônia de abelhas, nos EDAs e na clusterização do espaço
objetivo com foco em resolver problemas de larga escala com um número menor de
avaliações da função objetivo.

1.3 Estrutura
Este trabalho está organizado da seguinte forma: No capítulo 2 faz-se uma in-
trodução sobre otimização multiobjetivo, aos conceitos de Pareto dominância e �-
dominância. No capítulo 3 realiza-se um estudo sobre algoritmos baseados em enxa-
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mes, um resumo sobre os algoritmos utilizados nos testes comparativos, um resumo
sobre EDAs, e os algoritmos UMDAGc , RECEDA, CMR, os métodos do NSGA-II
e a distribuição de Cauchy. Neste capítulo também introduz-se a ideia de clusters
e o algoritmo K -means, realiza-se uma revisão sobre frameworks e apresenta-se o
framework MOEA utilizado neste trabalho e concluí-se este capítulo mostrando al-
guns trabalhos relacionados. No capítulo 4 descreve-se os algoritmos MOEDABC e
MOEDABCPhe desenvolvidos e o UMDAGCc . No capítulo 5 descreve-se o planeja-
mento experimental, os indicadores de desempenho e os problemas testes utilizados.
No capítulo 6 apresentam-se os resultados experimentais e um comparativo dos al-
goritmos. Finalmente, no capítulo 7 concluí-se este trabalho.



Capítulo 2

Fundamentos de Otimização

2.1 Otimização Multiobjetivo
Otimização é um processo essencial em muitas aplicações como negócios, adminis-
tração e engenharia. Nestas áreas, múltiplos e frequentemente conflitantes objetivos
precisam ser satisfeitos. Solucionar tais problemas tradicionalmente consiste em
converter todos os objetivos dentro de uma única função objetivo (Ngatchou et al.,
2005). Porém conforme Srinivas e Deb (1994) a otimização multiobjetivo é muito
diferente da otimização com um único objetivo, esta última tenta obter as variáveis
de decisão cujo resultado na função objetivo corresponde o mínimo valor global ou o
máximo valor global dependendo se o problema de otimização for de minimização ou
maximização. No caso de múltiplos objetivos, pode não existir apenas uma solução
a qual é melhor (global mínimo ou máximo) com respeito a todos objetivos. Em
problemas de otimização multiobjetivo típicos, existe um conjunto de soluções no
espaço objetivo que são superiores ao restante de soluções quando todos os objeti-
vos são considerados simultaneamente, diferindo uma solução da outra no espaço em
dois ou mais objetivos. Tais soluções são conhecidas como soluções Pareto-ótimas
(Pareto-optimal) ou soluções não dominadas (non domitaded solutions) (Vira e Hai-
mes, 1983).

2.1.1 Definição

Problemas de otimização multiobjetivo consistem em um conjunto de funções f ,
em geral conflitantes entre si, as quais devem ser minimizadas (ou maximizadas)
a partir de um conjunto de variáveis x, denominado vetor de decisão, satisfazendo
também a um conjunto de restrições de desigualdade g e de igualdade h conforme
visto abaixo na equação 2.1.

minxf(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) ∈ Rn, x ∈ F (2.1)

F =





f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) ∈ O
g(x) = (g1(x), g2(x), ..., gk(x)) ≤ 0
h(x) = (h1(x), h2(x), ..., hr(x)) = 0
x = (x1, x2, ..., xm) ∈ S

6
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Figura 2.1: Pareto dominância adaptado de Engelbrecht (2006)

No espaço de busca pode-se definir S ⊆ Rm em que m corresponde à dimensão
do espaço de busca, e F ⊆ S ao espaço factível, tal que x = (x1, x2, ..., xm) ∈ S é
o vetor de decisão e f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) ∈ O ⊆ Rn corresponde ao vetor
objetivo contendo n funções objetivo de avaliação. O é referenciado como espaço
objetivo e S como espaço de decisão (Rao, 2009) (Engelbrecht, 2006).

2.1.2 Pareto dominância

Seja x1 ∈ F um vetor de decisão arbitrário, o vetor de decisão x1 é dito ser não
dominado em relação ao conjunto F � ⊆ F se e somente se não existe um vetor x2

em F ’ o qual domine x1; ou seja

�x2 ∈ F � : x2 ≺ x1 (2.2)

Assim conforme Zitzler et al. (2000) o espaço de busca multiobjetivo é ordenado
de tal forma que duas soluções arbitrárias estão relacionadas uma com a outra de
duas formas possíveis: uma das duas domina a outra ou nenhuma domina. A figura
2.1 ilustra o conceito de dominância referente a um problema com dois objetivos.

2.1.3 Solução Pareto-ótima

Em geral não existe nenhum vetor x que minimiza todas as n funções objetivos
simultaneamente. Portanto o conceito conhecido como solução Pareto-ótima é usado
em problemas de otimização multiobjetivo (Rao, 2009). O vetor decisão x∗ é Pareto-
ótimo se e somente se x∗ é não dominando em relação a todo x �= x∗ ∈ F . Este
vetor não pode ser melhorado em qualquer objetivo sem causar degradação em ao
menos um dos outros objetivos; ele representa uma solução global ótima. Diz se
então que a solução y∗ = f(x∗) é ponto Pareto-ótimo a qual não é dominado por
nenhuma outra solução factível.
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Figura 2.2: Espaço Decisão e Objetivo adaptado de Zitzler et al. (2004)

2.1.4 Conjunto Pareto-ótimo

O conjunto de todos vetores de Decisão Pareto-ótimos formam o conjunto Pareto-
ótimo, P∗. Isto é,

P∗ = {x∗ ∈ F|�x ∈ F : x ≺ x∗} (2.3)

O conjunto Pareto-ótimo portanto contém o conjunto de soluções, ou o balanço
dos compromissos, para o problema de otimização multiobjetivo (MOP).

2.1.5 Fronteira Pareto

Dado o vetor objetivo , f(x), e o conjunto Pareto-ótimo, P ∗, então a fronteira
Pareto-ótima, PF ∗ ⊆ O, pode ser definida como

PF∗ = {f = (f1(x
∗), f2(x

∗), ..., fn(x
∗))|x∗ ∈ P∗} (2.4)

A fronteira Pareto portanto contém todas os vetores objetivos correspondentes
aos de decisão os quais não são dominados por qualquer outro vetor de decisão. Um
exemplo da fronteira Pareto e das demais definições é ilustrado na figura 2.2.

2.2 �-Dominância
Com a finalidade de melhorar a característica de convergência para fronteira Pareto-
ótimo e ao mesmo tempo garantir o espalhamento das soluções na fronteira Lau-
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Figura 2.3: �-Dominância adaptado de Engelbrecht (2006)

manns et al. (2002) propõem uma nova estratégia denominada �−Dominância como
forma de garantir tais propriedades.

Esta estratégia de arquivamento consiste em manter um subconjunto das soluções
geradas visando garantir a convergência e a diversidade de acordo com um critério
definido pelo valor do parâmetro �, o qual define a resolução de uma grade a ser
adotada pela população que será arquivada. A ideia geral deste mecanismo é dividir
o espaço objetivo dentro de caixas inversamente proporcionais a � onde cada caixa é
uma região geográfica que contém uma única solução(Hernández-Díaz et al., 2011).

2.2.1 Definição

Um vetor de decisão, x1 �-domina outro vetor de decisão, x2 (denotado por x1 ≺� x2),
para algum � > 0, se e somente

fk(x1)/(1 + �) ≤ fk(x2), ∀k = 1, ..., n (2.5)

∃k = 1, ..., n : fk(x1)/(1 + �) < fk(x2) (2.6)

O conceito de �-dominância é ilustrado na figura 2.3 e pode ser comparado com
a figura 2.1 (Engelbrecht, 2006).

2.2.2 Fronteira Pareto-ótima �-aproximada

Para um dado vetor objetivo, f(x), um � > 0, a fronteira Pareto-ótima �-aproximada,
PF∗

� ⊆ O, contém todos valores dos vetores objetivos, onde f1 = f(x1) ∈ O os quais
não são �-dominados por qualquer outro valor do vetor objetivo, f2 = f(x2) ∈ O.
Isto é,

PF∗
� = {f = (f1(x

∗), f2(x
∗), ..., fk(x

∗))|�f(x) ∈ F : f(x) ≺� f(x∗)} (2.7)



Capítulo 3

Revisão Bibliográfica

3.1 Inteligência de enxames
Cada vez mais o homem vem buscando inspiração na natureza como forma de re-
solver problemas complexos, para isso muitos estudos vêm sendo feitos de forma a
entender como certos mecanismos funcionam na natureza e como eles podem ser
aproveitados para resolver problemas do nosso dia a dia. Muitas vezes quando se
observa a natureza percebe-se que ela tende a otimizar estruturas, funções, sentidos
de forma a permitir que os seres vivos e suas próximas gerações possam lidar de
forma mais adequada com os problemas encontrados no ambiente. Para alcançar
tais objetivos a natureza se baseia em alguns mecanismos como a mutação, o cru-
zamento e a seleção que atuam no processo de evolução cuja ideia introduzida por
Charles Robert Darwin em seu livro "A Origem das Espécies" vem sendo utilizados
para explicar tais fenômenos.

Contudo existem outros mecanismos utilizados na natureza para resolver proble-
mas de forma eficiente, estes podem ser observados em diversos grupos de animais
que atuam em grupos ou enxames utilizando os mecanismos de cooperação e in-
teração associados com alguma forma de comunicação e controle descentralizado.
Conforme Engelbrecht (2006) o comportamento de enxame proporcionam grandes
benefícios em problemas onde não se tem um conhecimento global do ambiente.
Nestas situações os indivíduos se baseiam no mecanismo de cooperação onde cada
indivíduo dentro do grupo interage com os outros para solucionar um objetivo glo-
bal baseando-se na troca de informações locais disponíveis cujo resultado final das
interações no grupo é a solução do problema de forma mais eficiente do que se fosse
feito por um único indivíduo.

Este tipo de comportamento denominado inteligência de enxame tem origem na
inteligência de grupos de agentes simples e autônomos, onde um agente autônomo é
um subsistema que interage com seu ambiente o qual geralmente consiste de outros
agentes que atuam de forma independente um dos outros sem seguir os comandos
de um líder (Thampi, 2009).

Algumas das principais características que permitem tais organismos lidarem
com problemas complexos na natureza são a capacidade de auto organização, co-
operação, diferenciação de funções que os possibilitando resolver estes problemas
por meio do comportamento coletivo que emerge das interações dos indivíduos com
ações que ao mesmo tempo correspondem a objetivos individuais e coletivas, como,

10
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por exemplo, informar a melhor localização de alimento ou fugir de um predador.
Este tipo de comportamento emergente tem levado pesquisadores a utilizar en-

xames de agentes como técnicas de modelagem computacional e como ferramentas
para estudo de sistemas complexos, algumas aplicações incluem negócios, economia,
sistemas ecológicos e simulação de enxames de pássaros (Hinchey et al., 2007).

O objetivo destes modelos computacionais de inteligência de enxames é modelar
simples comportamentos de indivíduos , suas interações locais com o ambiente e com
seus vizinhos, de forma a obter comportamentos mais complexos que podem ser uti-
lizados para resolver problemas, geralmente problemas de otimização (Engelbrecht,
2006).

Algumas aplicações da inteligência de enxames incluem um algoritmo híbrido
utilizado por al Rifaie et al. (2012) para o esboço de desenhos com enfoque artístico
baseado nos algoritmos stochastic diffusion search (SDS) o qual é inspirado no com-
portamento de algumas espécies de formigas (Leptothorax acervorum) forradeiras e
no algoritmo particle swarm optimiser(PSO) que tenta imitar o comportamento de
um grupo de pássaros.

Bonabeau e Meyer (2001) citam a utilização de um algoritmo baseado no com-
portamento de formigas pela Southwest Airlines em um problema de alocação de
cargas permitindo uma redução de 80% da taxa de embarque de cargas e da carga
de trabalho dos funcionários em cerca de 20%, além de uma redução dramática da
transferência de cargas durante a noite.

De Oliveira e Schirru (2011) desenvolveram o algoritmo Artificial Bee Colony
with Random Keys (ABCRK) para resolução de problemas combinatórios de difícil
solução como o In-Core Fuel Management Optimization (ICFMO) da Engenharia
Nuclear, o qual durante anos era apenas resolvido por especialistas.

Kıran et al. (2012) propõem dois novos modelos baseados nos algoritmos artifi-
cial bee colony (ABC) e no PSO para estimar a demanda de energia na Turquia,
possibilitando uma projeção da demanda até 2025 de acordo com três cenários dife-
rentes.

3.2 Algoritmos Multiobjetivos

3.2.1 NSGA-II

O algoritmo Non-dominated Sorting GA (NSGA) proposto por Srinivas e Deb Srini-
vas e Deb (1994) se baseia numa solução elitista para selecionar as melhores soluções,
porém devido a ordem de complexidade computacional Deb, Agarwal e Meyarivan
propuseram uma nova versão denominada NSGA-II onde um novo método de se-
leção chamado fast non-dominated sorting é sugerido como forma de diminuir a
complexidade de O(nN 3) para O(nN 2), onde n é o número de objetivos e N é o ta-
manho da população. Ambos algoritmos baseiam no ranqueamento das soluções de
uma população no espaço objetivo para o nível de não dominância, onde a primeira
fronteira F1 de ranque 1 consiste das soluções não dominadas por qualquer outra
solução da população, a fronteira F2 de ranque 2 consiste das soluções que não são
dominadas pelas soluções restantes excluindo as da fronteira F1, a fronteira F3 de
ranque 3 consiste das soluções que não são dominadas pelas soluções restantes ex-
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cluindo as fronteiras F1 e F2 e assim sucessivamente até a fronteira Fn, ranqueando
toda população de soluções.

Com esta solução elitista pode-se a partir de uma população P (t) e uma po-
pulação sucessora O(t) obter uma nova população P (t + 1) de tamanho N a qual
será formada pelas soluções de melhor ranque obtidas ao aplicar o método de fast
non-dominated sorting sobre a união das populações de P (t) e O(t), cuja população
total é 2N , e realizar o truncamento obtendo uma população final de tamanho N .
O algoritmo do fast-nondominated-sort pode ser visto no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Fast non-dominated sorting
Data: P
Result: P ordenado pelo critério de não dominância Pareto

1 begin
2 for each p ∈ P do
3 for each q ∈ P do
4 if p ≺ q then
5 Sp = Sp

�{q};
6 end
7 else
8 if q ≺ p then
9 np = np + 1;

10 end
11 end
12 end
13 if np = 0 then
14 F1 = F1

�{p};
15 end
16 i=1;
17 end
18 while Fi �= 0 do
19 H = 0;
20 for each p ∈ Fi do
21 for each q ∈ Sp do
22 nq = nq − 1;
23 if nq = 0 then
24 H = H

�{q};
25 end
26 end
27 end
28 i = i+ 1;
29 Fi = H;
30 end
31 end

Com a finalidade de melhorar a distribuição das soluções na fronteira Pareto o
NSGA-II utiliza um método de estimação da densidade das soluções baseados na
distância média de um ponto i a outros dois pontos i − 1 e i + 1,para problemas
com dois objetivos, que se encontram lado a lado a este ao longo de cada objetivo
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Figura 3.1: Operador de diversidade crowding distance utilizado no NSGA-II

Deb et al. (2000). A distância média a multidão é dada pelo volume do cuboide
destes dois pontos mais próximos ao ponto i como ilustrado na figura 3.1 além disso
para as soluções que se encontram no limite da fronteira Pareto é atribuído um valor
grande de forma a preservar estas soluções.

O algoritmo de crowding distance retorna a população selecionada ordenada pela
distância a multidão e pode ser visto com mais detalhes no Algoritmo 2.

3.2.2 MOABC

Como mencionado na introdução deste trabalho, o MOABC é uma versão do ABC
para problemas de otimzação multiobjetivo utilizando a dominância Pareto e um
arquivo externo que manter as melhores soluções encontradas pelo algoritmo. A
seguir alguns detalhes sobre os métodos utilizados pelo MOABC podem ser vistos.

A) Tipos de abelhas

Tanto o algoritmo ABC quanto o MOABC apresentam os mesmos três tipos de
abelhas: operárias, observadoras e escoteiras. A fonte de alimento corresponde
a uma possível solução para o problema de otimização. A seguir é detalhado
a função de cada uma das abelhas.

• As abelhas operárias escolhem as fontes de alimento memorizando as
regiões onde existem as melhores fontes, em seguida retornam à colmeia
onde compartilham as informações com as suas companheiras com certa
probabilidade;

• As abelhas observadoras escolhem as fontes de alimento dependendo da
experiência de suas companheiras de colmeia, as abelhas operárias, ajus-
tando assim suas posições no espaço de busca. Quanto maior a quanti-
dade de néctar de uma fonte de alimento apresentada às abelhas observa-
doras por uma abelha operária maior será a probabilidade de uma abelha
observadora escolher esta fonte para explorar;
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Algoritmo 2: Crowding Distance
Data: Fn
Result: Fn ordenado pela distância a multidão

1 begin
2 //Número de soluções do conjunto I;
3 l = length(I);
4 //Inicializa distâncias;
5 for each i ∈ I do
6 D[i]distance = 0;
7 end
8 for each objetive m do
9 //Ordena usando cada valor objetivo;

10 I = sort(I,m);
11 //Os pontos extremos são sempre selecionados;
12 D[1]distance = D[l]distance = ∞;
13 //Para os outros pontos;
14 for i = 2 to l − 1 do
15 D[i]distance = D[i]distance + I[i+ 1].m− I[i− 1].m;
16 end
17 end
18 end

• As abelhas escoteiras são responsáveis pela descoberta de novas fontes,
diversificando as regiões de busca e evitando desta forma a convergên-
cia prematura do algoritmo. Elas realizam este procedimento de busca
aleatório à medida que as fontes de alimento esgotam sem utilizar da
experiência de suas companheiras.

No algoritmo do MOABC cada fonte de comida é associada a um vetor posição
xi = (xi1, xi2, ..., xim) onde i corresponde a uma solução do espaço de variáveis
e m é a dimensão deste espaço. O algoritmo usa a colônia de abelhas para
explorar o espaço de soluções com a finalidade de encontrar a melhor fonte de
néctar,ou seja, a melhor solução.

B) Arquivo externo

Um arquivo externo formado por uma grade é utilizada para armazenar as
melhores soluções utilizando �-dominância. Esta grade permite armazenar as
soluções xi de forma que cada caixa de tamanho � armazena uma solução na
grade a qual deve ter uma dimensão igual a do espaço de objetivos. Caso duas
soluções ocupem a mesma caixa a solução que tiver a menor distância Eucli-
diana em relação ao canto inferior e esquerdo da caixa (no caso de problemas
de minimização) permanece e a outra é excluída.

C) Parâmetro de abandono

O parâmetro max_trial é utilizado para identificar quando uma fonte de co-
mida deve ser abandonada de forma que uma abelha escoteira possa ser envi-
ada para encontrar uma nova fonte. Assim cada fonte apresenta uma variável
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triali que indica a situação daquela fonte e quando ela deve ser abandonada,
ou seja, quando triali > max_trial.

D) Enviando abelhas operárias

Inicialmente a população da colmeia é divida em duas partes sendo a primeira
a de abelhas operárias e a segunda a de abelhas observadoras. Para cada
abelha operária i é vinculada uma solução candidata a qual a abelha tentará
melhorar a partir da seleção de um dos parâmetros da solução da abelha vizi-
nha selecionada aleatoriamente, depois a fonte é atualizada usando a equação
3.1

vid = vid + φid(xid − xkd) (3.1)

onde i representa as soluções candidatas as quais serão otimizadas, k ∈ {1, 2, ..., nfontes}
e d ∈ {1, 2, ...,m} são índices aleatoriamente escolhidos com k �= i. O número
φid é um número aleatório com distruição uniforme na faixa de [−1, 1] que
permite controlar produção de novas soluções vizinhas da fonte em torno da
solução xi.

E) Enviando abelhas observadoras

Ao retornarem para a colmeia, as abelhas operárias compartilham as soluções
encontradas com as abelhas observadoras de acordo com a probabilidade dada
pela equação 3.2

pk =
fit(�xk)�total_fontes

s=1 fit(�xs)
(3.2)

onde pk(�xk) é a probabilidade da solução proposta pela abelha operária k de
ser escolhida pela abelha observadora. A qualidade da solução depende do
número de soluções dominadas pela solução k em relação ao total de soluções
conforme a equação 3.3

fit(�xk) =
dom(s)

total_fontes
(3.3)

onde dom(s) é o número de soluções dominadas pela solução s. Após calcular
a probabilidade, cada abelha observadora utiliza uma roleta para escolher a
solução anunciada pela abelha k, baseado nesta probabilidade ela utiliza a
equação 3.1 para encontrar uma nova solução que domine a atual.

F) Enviando abelhas escoteiras

A cada ciclo do algoritmo as soluções candidatas são avaliadas e se a solução
não for melhorada em número de interações dado pelo parâmetro max_trial
ela é abandonada e a abelha escoteira parte para encontrar uma solução subs-
tituindo a atual a partir da equação 3.4

xji = xjmin + rand[0, 1](xjmax − xjmin) (3.4)
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onde j ∈ {1, 2, ..., D} e rand[0, 1] é um valor aleatório com distribuição uni-
forme.

3.2.3 MOEA/D

O Multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition (MOEA/D) é um
novo algoritmo proposto por Zhang e Li (2007) baseado na estratégia de decomposi-
ção, a qual consiste em decompor um problema de otimização multiobjetivo dentro
de um conjunto de subproblemas de otimização escalares e otimizá-los simultanea-
mente. As abordagens de decomposição, ou funções de agregação, mais utilizadas
por este algoritmo incluem a Abordagem da Somas Ponderadas e a Abordagem
Tchebycheff (Steuer e Choo, 1983), porém outras abordagens podem ser utilizadas.

A) Somas Ponderadas

Esta abordagem considera uma combinação de diferentes objetivos ponderados
conforme o vetor peso λ = (λ1, ..., λn)

T , isto é, para λi ≥ 0 e para todo
i = 1, ..., n tem-se

�n
i=1 λi = 1.

Assim cada solução ótima i para o problema de otimização escalar consiste
em:

minimizar gsp(x|λ) =
n�

i=1

λifi(x) (3.5)

onde x ∈ S são as variáveis a serem otimizadas e gsp(x|λ) corresponde a função
objetivo a ser otimizada a partir de diferentes vetores pesos λ.

B) Abordagem de Tchebycheff

Nesta abordagem o problema escalar consiste em

minimizar gte(x|λ, z∗) = max
1≤i≤n

{λi|fi(x)− z∗i |} (3.6)

tal que x ∈ S e z∗ = (z∗1 , ..., z
∗
n)
T é o ponto de referência, isto é, z∗i =

min{fi(x)|x ∈ S} para cada i = 1, ..., n. Onde para cada solução x∗ existe um
vetor peso λ tal que x∗ é a solução ótima de 3.6 e cada solução de 3.6 é pareto
ótima de 2.1. Ou seja para obter a solução ótima f(x∗)minimiza-se gte(x|λ, z∗)
considerando o máximo das normas infinitas dos objetivos do problema refe-
rentes a um ponto de referência, ponderando-as com um determinado peso de
forma a obter a solução mais próxima a z∗.

Os relacionamentos entres os problemas vizinhos são baseados nas distâncias
entre seus vetores pesos, onde um subproblema i é um vizinho de um subproblema j
se o vetor peso do subproblema i está próximo de j. Cada subproblema é otimizado
no MOEA/D utilizando informações principalmente de seus vizinhos por meio de
operadores genéticos, mantendo as melhores soluções encontradas até o momento
em uma memória vinculada ao subproblema (Zhou et al., 2011).
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3.2.4 GDE3

Evolução diferencial (Differencial Evolution - DE) é uma estratégia de busca baseada
em população muito similar aos algoritmos evolucionários. A principal diferença está
na maneira como ocorre a reprodução, onde um sucessor passa a ser criado a partir
de outras três soluções usando um operador aritmético de cruzamento (Engelbrecht,
2006).

Conforme Kukkonen e Lampinen (2005) como um típico EA, o DE gera uma
população inicial aleatória de tamanho NP , a qual é melhorada usando seleção,
operadores de mutação (crossover control parameter - CR) e de cruzamento (muta-
tion factor - F). Vários métodos podem ser utilizados aqui para determinar o critério
de parada mas normalmente adota-se o número de gerações ou o número de funções
de avaliações. Em cada geração, o DE vai em cada vetor de decisão �xi,G da popu-
lação e cria um correspondente vetor trial �ui,G. Aqui, i corresponde ao índice do
vetor na população e G o índice da geração. O GDE3 corresponde a uma terceira
versão do Generalized Differential Evolution (GDE) em que além de extender o DE
para problemas de otimização multiobjetivo restritos e utilizar métodos de seleção
baseados na distância a multidão (crowding distance - CD) como seus antecesso-
res este adiciona uma nova estratégia. Nesta estratégia caso ocorra a seleção de
duas soluções factíveis e não dominadas, ambas são salvas e utilizadas na próxima
geração, porém antes de continuar a população é ordenada com non-dominated sor-
ting e truncada para preservação da diversidade usando uma abordagem similar ao
NSGA-II.

3.3 Algoritmos de estimação de distribuição
Algoritmos de Estimação de Distribuição (Estimation of Distribution Algorithm -
EDA) vêm sendo amplamente estudados devido a sua capacidade de lidar com pro-
blemas com muitas variáveis por meio da construção de modelos de probabilidade
amostrados das populações mais promissoras.

Conforme Pelikan et al. (2012) enquanto muitas meta-heurísticas essencialmente
amostram de uma distribuição de probabilidade implícita por usar uma combinação
de operadores de busca estocásticos, a percepção de que dentro do problema existe
uma representação de explícitos modelos probabilísticos das populações candidatas
dão aos EDAs uma clara vantagem sobre as outras meta-heurísticas.

Para Armañanzas et al. (2008) outra vantagem dos EDAs em relação as técnicas
evolucionárias que se baseiam em algoritmos genéticos são a ausência de múltiplos
parâmetros para serem ajustados, o que permite uma maior expressividade e trans-
parência dos modelos que guiam o processo de busca.

Pode-se distinguir os algoritmos de estimação de distribuição basicamente em
duas abordagens (Luo e Qian, 2009); a primeira abordagem é denominada estimação
de densidade paramétrica, onde se assume que a forma da distribuição é conhecida,
e o problema consiste em descobrir os parâmetros que modelam a distribuição. Na
segunda abordagem, denominada estimação de densidade não paramétrica, a supo-
sição acerca da estrutura da função distribuição não existe, o que eleva em muito o
custo computacional.

Os EDAs também podem ser divididos conforme a complexidade dos modelos
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probabilísticos usados para capturar a interação entre as variáveis do problema:
abordagens univariadas, bivariadas ou multivariadas (Armañanzas et al., 2008). Al-
goritmos univariados e contínuos como UMDAGc (Larrañaga et al., 2000), PBILc
(Sebag e Ducoulombier, 1998) e EGNAee (Larrañaga et al., 2000) baseiam-se em
redes Gaussianas, porém por não considerarem as interelações das variáveis dos pro-
blema, estes apresentam certas limitações para estimar o espaço de busca das novas
soluções. Sendo assim algoritmos baseados em relações de duas variáveis foram pro-
postos, como MIMICC (Larrañaga et al., 2000), COMMIT (Baluja e Davies, 1997)
e BMDA (Pelikan e Mühlenbein, 1999). Porém como muitos problemas apresen-
tam mais de duas variáveis correlacionadas, algoritmos como ECGA (Harik e Harik,
1999), rBOA (Ahn e Ramakrishna, 2007) e FDA (Mühlenbein e Mahnig, 1999) foram
propostos com finalidade de capturar maiores informações destas relações.

Neste trabalho considera-se apenas as distribuições contínuas Gaussianas que
são amplamente utilizadas em outros algoritmos, inclusive no UMDAGc utilizado
neste trabalho e cuja função aqui será manter a diversidade das soluções a fim
de evitar também convergências prematuras devida a utilização do algoritmo Real-
Coded Estimation of Distribution Algorithm (RECEDA) que avalia as correlações
de todas as variáveis.

3.3.1 Algoritmo UMDAGc
O algoritmo UMDAc proposto por Larrañaga et al. (2000) pertence a uma categoria
dos EDAs que não leva em conta as dependências entre as variáveis do problema.
Este algoritmo é uma evolução do UMDA discreto para o espaço contínuo onde
métodos de aprendizagem de estruturas de dados e simulação de redes Gaussianas
são aplicados, assim como métodos baseados na teoria da informação. Conforme
Dong e Yao (2007) nesta abordagem, para todas gerações e todas variáveis algumas
estatísticas de teste são executadas com a finalidade de obter a função de densidade
que melhor se ajusta a variável. Em UMDAc a fatorização da função de densidade
conjunta é dada por 3.7.

fl(x, θ
l) =

n�

i=1

fl(xi, θ
l
i) (3.7)

Para esse trabalho utiliza-se um caso especial do UMDAc denominado Univariate
Marginal Distribution Algorithm for Gaussian models ou UMDAGc , onde cada uma
das variáveis do problema são consideradas normais e são estimadas conforme as
estimativas de máximo verossimilhança dadas pelas equações 3.8 e 3.9.

µ̂i
l = xli =

1

N

N�

r=1

xli,r (3.8)

σ̂i
l =

���� 1

N

N�

r=1

(xli,r − xli)
2 (3.9)

onde µ̂i
l e σ̂i

l são a média e o desvio padrão, respectivamente, da l-ésima geração
e (xl1,r, xl2,r, ..., xlN,r) são os valores das i-ésima variáveis das N soluções selecionadas.
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3.3.2 RECEDA

Baseando somente na média e na matriz de covariância de uma população promis-
sora Paul e Iba (2003) propõem o algoritmo Real-Coded Estimation of Distribution
Algorithm ou RECEDA para estimação de novos indivíduos da população a par-
tir de uma distribuição normal multivariada. Neste algoritmo todas as variáveis
são consideradas normais e a sua matriz de covariância é decomposta usando a de-
composição de Cholesky. Considerando a matriz de covariância Σ da população
amostrada sendo simétrica e positiva definida, pode-se decompor-lá em uma única
matriz triangular inferior L com LLT = Σ. Tomando Z1, Z2, ..., Zn um vetor com
n variáveis independentes com desvio normal, pode-se gerar X ∼ N(µ,Σ) usando a
equação 3.10.

X = µ+ LZ (3.10)

Porém nem sempre a matriz de covariância obtida da população é positiva defi-
nida, neste caso utiliza-se um método de correção da matriz de covariância chamado
Covariance Matrix Repairing (CMR) e que será descrito na próxima seção. No
algoritmo 3 o RECEDA modificado com o método CMR pode ser visto.

Algoritmo 3: RECEDA
Data: Population
Result: L

1 begin
2 //Média de cada variável dos indivíduos selecionados;
3 µ ← means(Pn);
4 //Covariância de cada variável dos indivíduos selecionados;
5 Σ ← means(Pn);
6 //Repara matriz de covariância;
7 CMR(Σ);
8 //Decompõem a matriz de covariância usando a decomposição de

Cholesky;
9 LLT ← Σ;

10 //Retorna a matriz inferior após a decomposição;
11 return L;
12 end

3.3.3 Covariance Matrix Repairing

Os EDAs empregam em sua grande maioria modelos gaussianos para estimar as no-
vas soluções, porém devido ao emprego da matriz covariância completa tais algorit-
mos falham em específicas condições causadas por inevitáveis erros de computação,
sendo assim Dong e Yao (2007) propõem um método para a correção de matrizes
de covariância mal formadas como forma de aumentar a robustez dos EDAs sobre
qualquer escala de tamanho da população. Estes erros se intensificam à medida que
utiliza-se amostras relativamente pequenas da população selecionada e aumenta-se
o número de variáveis do problema.
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O algoritmo Covariance Matrix Repairing (CMR) consiste em calcular os autova-
lores da matriz de covariância e atribuir o menor valor obtido a λ. Com isso pode-se
verificar se a matriz é positiva definida ao obter valores positivos de λ, porém caso
o valor de λ seja menor que 0 a matriz não é positiva definida e o algoritmo CMR
tenta corrigir a matriz incrementando gradativamente o valor da diagonal principal
utilizando o módulo de λ multiplicado por um parâmetro K até obter uma matriz
de covariância positiva definida com o mínimo de modificações. O método CMR
pode ser visto no algoritmo 4.

Algoritmo 4: CMR
Data: Σ
Result: Σ

1 begin
2 K ← 1.5;
3 repeat
4 λ ← Calcula o menor auto valor de Σ;
5 if λ ≥ 0 then
6 Σ é positivo semi-definido;
7 Sai do loop;
8 end
9 else

10 Σ ← Σ+ λ.K.I, onde I é uma matriz identidade
11 end
12 until;
13 K ← K.Δ

14 end

3.4 Operador de Mutação de Cauchy
A distribuição de Cauchy diferentemente da distribuição Gausiana apresenta vari-
ância infinita o que a torna muito útil para sair de mínimos locais e para melhorar a
diversidade. Devido a propensão dos EDAs e de outros algoritmos a convergir para
mínimos locais, alguns trabalhos vêm utilizando a distribuição de Cauchy como ope-
rador de mutação obtendo bons resultados (Luo e Qian, 2010) (Wang et al., 2007).
Para uma dimensão a função densidade centrada na origem é dada por:

fc(x) =
1

π

t

t2 + x2
,−∞ < x < +∞ (3.11)

onde t > 0 é um parâmetro escalar e a função de distribuição correspondente é
definida por:

Fc(x) =
1

2
+

1

π
arctan(

x

t
) (3.12)
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3.5 Clusterização
A clusterização, ou agrupamento, é uma das mais primitivas atividades mentais
do ser humano, usadas para manipular uma grande quantidade de informação que
se recebe todos dias. Processar todas essas informações de forma única poderia
ser impossível. Assim o ser humando tende a categorizar entidades (i.e., objetos,
pessoas, eventos) dentro de clusters, sendo cada cluster caracterizado pelos atributos
comuns das entidades que ele contém (Theodoridis e Koutroumbas, 2008).

O principal objetivo dos algoritmos de clusterização é o de formar grupos de
pontos similares. A clusterização faz uso das indicadores de distância, tal como
distância Euclidiana, para definir a similaridade entre dois pontos dados. Baseados
nesta medida de similaridade, a clusterização pode ser formulada como um problema
de otimização onde o objetivo é simultaneamente maximizar as distâncias entre
clusters e ao mesmo tempo minimizar as distâncias dentro do cluster (Engelbrecht,
2006).

3.5.1 K-Means

O K -means é um dos mais populares algoritmos de clusterização proposto por Mac-
Queen (1967). Este algoritmo de clusterização de ordem O(n) permite particionar
populações com D dimensões dentro de k conjuntos.

A resolução deste problema de otimização pelo K -means consiste em minimizar
a função objetivo 3.13 , onde dado um conjunto de n pontos no espaço real de
dimensão D, Rd , e um número de clusters k, deseja-se determinar um conjunto de k
pontos em Rd, chamados de centros, tal que minimize a distância média quadrática
de cada ponto xj de seu mais próximo centro Ci, onde µi aqui é o centroide do
cluster Ci (Kanungo et al., 2002).

min
µ1,...,µk

k�

i=1

�

xj∈Ci

d(xj − µi) (3.13)

No K -means os conjuntos de clusters são formados da seguinte forma: inici-
almente são gerados k centros aleatoriamente ou por meio de algum critério, em
seguida para cada ponto da população calcula-se a distância até um dos k centros
e associa-se este ponto ao centro mais próximo, depois de associar todos pontos é
recalculado os centros de cada cluster a partir da média dos pontos dos clusters
formados e tenta-se associar novamente os pontos a cada centro de forma que ao
final de n iterações não se tenha mais nenhuma mudança. A figura 3.2 mostra um
exemplo do K -means sendo utilizado na formação de 5 clusters no espaço objetivo,
cada ∗ corresponde ao centroide do cluster e cada uma das cores representa o cluster
a qual pertence cada um dos pontos.

3.6 Framework MOEA
A utilização de frameworks ou arcabouços vem sendo amplamente difundida no de-
senvolvimento de softwares, permitindo aumentar sua produtividade e qualidade.
Conforme Fayad e Schmidt (1997) os principais benefícios de um framework são
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Figura 3.2: Clusters gerados pelo K -means com k=5

a modularidade, reusabilidade, extensibilidade, e a inversão de controle, onde a
sequência de controle não é mais definida pelo programador e sim pelo framework.
Um framework pode ser classificado pelas técnicas que permitem sua utilização pelo
programador, variando do modelo caixa branca onde o programador tem acesso a
estrutura interna do framework, necessitando porém de maior conhecimento sobre
esta, ao modelo caixa preta onde o programador tem acesso a apenas uma compo-
sição baseada em objetos por meio de interfaces bem definidas não sendo possível
visualizar a estrutura interna.

Muitos frameworks foram propostos para otimização multiobjetivo com meta-
heurísticas, incluindo o jMetal (Durillo et al., 2006), PISA (Bleuler et al., 2003),
Shark (Igel et al., 2008), ParadisEO (Cahon et al., 2004), MOMHLib++ (Jaszki-
ewicz, 2005), MOEA (Hadka, 2011) entre outros. Um estudo comparativo sobre
frameworks para otimização com meta-heurísticas pode ser visto com mais detalhes
em (Parejo et al., 2012). Neste trabalho optou-se pelo framework MOEA devido sua
ampla utilização em estudos comparativos de algoritmos multiobjetivos evolucioná-
rios (Multiobjective Evolutionary Algorithms-MOEAs).

O MOEA é um framework open source desenvolvido na linguagem Java mo-
delo caixa branca para computação evolucionária com enfoque no desenvolvimento
e experimentação com MOEAs para otimização multiobjetivo e outros algoritmos
de otimização de propósito geral. O MOEA provê suporte a vários algoritmos,
muitos destes já implementados no framework como o NSGA-II, �-MOEA, GDE3 e
MOEA/D, além de integrar outros algoritmos de frameworks como o jMetal e PISA.
Algumas das principais características deste framework são listadas abaixo:

• Velocidade, segurança na implementação de muitos MOEAs do estado da arte;
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• Possibilidade de estender algoritmos, problemas e operadores;

• Desenvolvimento modular para a construção de novos algoritmos a partir dos
componentes existentes;

• Documentação completa do código fonte;

• Classes para análise e comparação dos resultados;

• Mais 1100 casos testes para assegurar a validade.

Entre outras características do MOEA tem-se a possibilidade de estender pro-
blemas, realizar análises baseadas em indicadores, e estender algoritmos baseado
nas classes AbstractEvolutionaryAlgorithm ou AbstractAlgorithm. Na figura 3.3 é
mostrado um diagrama simplificado em UML o qual foi construído a partir da es-
pecificação da API deste framework. Neste diagrama pode-se visualizar o relaciona-
mento de cada classe como herança e composição. Além das classes mostradas neste
diagrama o MOEA provê outras envolvidas na execução, instrumentação e análise
as quais são detalhadas a seguir baseadas no manual do MOEA (Hadka, 2011).

3.6.1 Executor

O executor consiste de uma classe responsável pela construção e execução de um
algoritmo. Para sua execução são necessárias 3 informações.

• o problema teste;

• o algoritmo usado para resolver o problema;

• o número de avaliações da função objetivo para resolver o problema.

3.6.2 Instrumenter

Além de suportar vários algoritmos e problemas testes, o MOEA também contém
um conjunto de ferramentas para analisar o desempenho dos algoritmos. Ao utilizar
esta classe tem-se a possibilidade de executar dois tipos de análises mostrados a
seguir.

• Run-time dynamics : captura o comportamento do algoritmo em tempo de
execução, registrando como a qualidade das suas soluções e outros elementos
mudam;

• End-of-run: foca no resultado após a execução completa do algoritmo e com-
para o desempenho relativo a outros algoritmos.

Neste trabalho utiliza-se a análise End-of-run visto que se deseja comparar vários
algoritmos na resolução de problemas testes.
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Figura 3.3: Diagrama simplificado do MOEA
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3.6.3 Analyzer

A classe Analyzer provê uma análise após a execução do algoritmo (End-of-run).
Esta análise foca no resultado do conjunto Pareto ótimo aproximado comparando
este a um conjunto de referência. O Analyzer é particularmente útil na comparação
estatística dos resultados produzidos por dois ou mais algoritmos, ou pelo menos
um com diferentes parâmetros de configuração. Nestas análises o Analyzer produz
várias estatísticas referentes a cada indicador utilizado tal como a média, o máximo
e mínimo após n execuções dos algoritmos. Além disso estatísticas de significância
como os testes de Mann-Whitney e Kruskal-Wallis também são aplicados.

3.7 Trabalhos Relacionados
Nesta seção destaca-se alguns algoritmos baseados em EDAs e em clusters que bus-
cam extrair maiores informações das populações ou subpopulações utilizando mo-
delos probabilísticos. Também desta-se alguns algoritmos baseados em inteligência
de enxames e no operador de mutação de Cauchy.

Pelikan et al. (2005) propõem um algoritmo para resolução de problemas mul-
tiobjetivos decompostos combinando hierarchical Bayesian optimization algorithm
(hBOA) com o NSGA-II e clusters de igual tamanho no espaço objetivo como forma
de melhorar a escalabilidade.

Waldock e Corne (2010) descrevem um algoritmo de Otimização Multiobje-
tivo(Multiobjective Optimization - MOO) utilizando o framework de otimização
Probability Collectives (PC). O PC é uma abordagem de otimização onde o foco
consiste em encontrar um modelo de distribuição ideal de uma solução no espaço ao
invés de uma solução ideal. O Multiobjective Probability Collectives (MOPC) é um
algoritmo que utiliza uma estratégia de ranqueamento baseado em Pareto dominân-
cia mantendo as melhores soluções em um arquivo baseado na distância a multidão
(Crowding Archive).

Wang et al. (2007) propõem o algoritmo híbrido hybrid PSO (HPSO) para solu-
ção de problemas de otimização adicionando o operador de mutação de Cauchy nas
melhores partículas encontradas até o momento, possibilitando as outras partículas
alcançar melhores posições na resolução de problemas com funções multimodais.

Vo et al. (2009) discutem o forte relacionamento entre (Co-operative Coevolu-
tionary Algorithms - CCEAs) e EDAs, especialmente modelos baseados em EDAs
univariados como o UMDA, CGA (Harik e Harik, 1999) e PBIL (Sebag e Ducoulom-
bier, 1998) e a possibilidade de transferir teorias e algoritmos de CCEA para EDAs
e vice versa.

Costa e Minisci (2003) propõem o algoritmo Multi-objective Parzen-Based Esti-
mation of Distribution Algorithm for Continuous Problems (MOPED) baseado em
EDAs usando o estimador de Parzen para aproximar a densidade de probabilidade
das soluções próximas a fronteira Pareto, com multivariadas dependências entre as
variáveis. O algoritmo também emprega os métodos Nondominated Sorting Genetic
e Crowding Distance para classificar as soluções promissoras.

Levando em conta que não existe evidências de que um Algoritmo Evolutivo
(EA) seja superior a outro em todos os problemas, Shim et al. (2012) propõem dois
algoritmos híbridos. O primeiro consiste de um híbrido baseado em GA, DE e EDA
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sintetizado de tal maneira que a taxa de soluções produzidas por cada algoritmo é
controlada conforme o número de soluções promissoras produzidas por cada um em
estágios anteriores. O algoritmo adaptativo é também hibridizado com uma busca
local baseada na busca evolutiva por gradiente(evolutionary gradient search - EGS).
O segundo é baseado nos conceitos de dominância e decomposição.

Zhou et al. (2008) combinam EDA com DE em um algoritmo híbrido denominado
EDA+DE, o qual explora uma propriedade encontrada em alguns problemas, onde a
fronteira Pareto com m objetivos consiste de (m−1) conjuntos de variáveis contínuas
duplicadas no espaço objetivo (espaço de decisão) sujeito a pequenas condições,
explorando desta forma a localização da informação guiando o processo de seleção
e o processo de construção do modelo no espaço de decisão.

Como muitos algoritmos evolucionários os EDAs podem convergir para ótimos
locais, visto isto Luo e Qian (2010) desenvolvem um novo algoritmo combinando as
funções de densidade Gaussiana e a função de densidade Cauchy cujo o objetivo é
manter a diversidade das novas soluções.

3.8 Considerações Finais
Neste capítulo vários conceitos necessários para o entendimento deste trabalho fo-
ram apresentados, como os conceitos de EDAs, de clusterização, dos algoritmos
CMR, GDE3, MOEA/D, MOABC, NSGA-II, UMDAGc e RECEDA, assim como
do framework MOEA utilizado no desenvolvimento e nos testes dos algoritmos.
Destacou-se também neste capítulo alguns trabalhos relacionados do estado da arte
como alguns algoritmos basedos em EDAs, em clusters e no operador de mutação
de Cauchy.



Capítulo 4

Metodologia

Neste capítulo são apresentados os métodos utilizados para o desenvolvimento do
algoritmo proposto.

4.1 Sociedade das abelhas
Uma colônia de abelhas pode ser vista como um grande organismo com diferentes
agentes e com funções específicas buscando de forma cooperada o melhor para o
grupo. Este grande organismo poderia não funcionar da maneira desejada caso não
houvesse uma diferenciação das funções de cada indivíduo na colônia, pois dentro
desta existem diferentes necessidades a serem realizadas como exploração de novas
fontes, armazenamento de alimentos, limpeza, comunicação entre os indivíduos de
novas fontes de comida, preparação da geleia real, entre outras inerentes a manuten-
ção da colônia. Inspirados nesta organização e diferenciação de funções propõem-se
neste trabalho um novo algoritmo híbrido denominado Multiobjective Optimization
Estimation of Distribution Algorithm based on Bee Colonies and Clusters (MOE-
DABC) onde baseados em EDAs e Clusters tenta-se simular tal organização como
forma de resolver problemas complexos com um número relativamente grande de
variáveis.

A divisão de cada grupo de abelhas é mostrado a seguir:

• O primeiro grupo consiste de abelhas campistas que se baseiam no algoritmo
UMDAGc (Univariate Marginal Distribution Algorithm for Gaussian models)
para estimar as novas soluções por meio de um modelo probabilístico de toda
população. Estas abelhas tem por objetivo uma maior exploração do espaço
de decisão e a manutenção da diversidade das soluções;

• O segundo grupo consiste de abelhas observadoras que também se baseiam
no algoritmo UMDAGc mas levam em conta modelos baseados nos clusters
formados no espaço objetivo. Neste caso as novas soluções são estimadas
utilizando as informações extraídas de cada cluster;

• O terceiro grupo é representado pelas abelhas nutrizes, responsáveis pelo refi-
namento das soluções. Estas abelhas utilizam um conhecimento mais refinado

27
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para explorar as novas soluções a partir da análise das correlações das variá-
veis da população de um determinado cluster utilizando para isto o algoritmo
RECEDA;

• Finalmente o quarto grupo de abelhas denominadas escoteiras as quais utili-
zam a distribuição de Cauchy como operador de mutação com a finalidade de
descobrir as novas fontes de comida e aumentar a diversidade.

4.2 Inicializando a população
Como muitos algoritmos evolutivos e outros EDAs, inicialmente o MOEDABC gera
uma população P0 com soluções aleatórias utilizando distribuições uniformes, e em
seguida as soluções da população são avaliadas. O número de soluções da população
é fixo e representa as melhores fontes de comida encontradas até o momento pelas
abelhas da colônia. Cada solução será representada aqui como um vetor de decisão
xi = (xi,1, xi,2, ..., xi,m), onde i = (1, 2, ..., T ) é a i-ésima solução, no espaço de
decisão, de uma população de tamanho T , sendo os valores de xi,d inicializados da
seguinte forma:

xi,d = xmind + rand[0, 1](xmaxd − xmind ) (4.1)

onde d ∈ {1, 2, ...,m}, rand[0, 1] corresponde a um número real de uma
distribuição aleatória uniforme, xmind e xmaxd são os limites inferior e superior
respectivamente da variável xi,d. Após gerar as novas soluções avalia-se cada uma
delas conforme o problema utilizado e o número de objetivos. O resultado da
avaliação da função objetivo é atribuído ao vetor yi, tal que:

yi = fi(xi) = (f1(xi), f2(xi), ..., fn(xi)) (4.2)

onde i é a i-ésima solução, no espaço de busca, da população e n o número de
objetivos.

Cabe notar que cada abelha da colônia será responsável por gerar uma nova
solução e que a cada geração ou iteração do algoritmo uma nova população de solu-
ções Bt será produzida. A seguir esta população será combinada com a população
anterior Pt, ordenada e truncada com o objetivo de manter o mesmo número inicial
de soluções conforme pode ser visto a seguir.

4.3 Dividindo o espaço objetivo em clusters
Anteriormente definiu-se xi e yi, porém adota-se agora uma nomenclatura adicional
a qual permitirá identificar a qual cluster cada solução pertence, tanto no espaço
objetivo quanto no espaço de decisão. Baseando-se em um conjunto de clusters
c = 1, 2, ..., k onde k é o número de clusters, diz-se então que o vetor decisão xci
e o vetor objetivo yci pertence ao cluster c o qual é obtido após a clusterização do
espaço objetivo por meio do algoritmo K -means(Pt, k) o qual recebe como entrada a
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Figura 4.1: Variáveis do espaço de decisão associados a 3 clusters do espaço objetivo

população Pt do espaço objetivo e o número de clusters k. Na figura 4.1 é ilustrado
a formação de 3 clusters e a associação destes no espaço de decisão.

O propósito aqui de dividir o espaço objetivo em clusters é o de extrair maiores
informações das subpopulações, permitindo diminuir o espaço de busca e aumentar
a convergência do algoritmo a partir da maior exploração dos clusters formados.
Refere-se como informações a média, o desvio padrão e a matriz de covariância das
subpopulações dos clusters. Estas subpopulações definidas como Pc são utilizadas
pelas abelhas observadoras e nutrizes para produzir as novas soluções baseando nos
algoritmos de estimação de distribuição UMDAGc e no RECEDA respectivamente.

4.4 Abelhas Campistas
As abelhas campistas representam a maior parte das abelhas da colônia e têm como
função manter a diversidade das soluções e a exploração das áreas promissoras.
Para isto elas se baseiam em algumas informações da população corrente Pt como
a média e o desvio padrão de cada variável. Com estas informações as abelhas
campistas podem estimar as novas soluções utilizando o algoritmo UMDAGc , que
por considerar a população inteira permite obter uma maior diversidade das soluções
evitando convergências prematuras. As soluções estimadas com o algoritmo UMDAGc
se baseiam na equação 4.3 onde xi, N , µ = (µ1, µ2, ..., µm) e σ = (σ1, σ2, ..., σm) são
vetores de dimensão m igual ao número de variáveis do problema e correspondem
respectivamente a nova solução estimada, a distribuição Gaussiana multivariada, a
média e ao desvio padrão.

xi,d = N(µd, σd) (4.3)

Os valores de µd e σd, referentes a dimensão d do espaço de decisão, são calculados
a partir das equações 4.4 e 4.5.
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µd ∼= µ̂d =
1

T

T�

i=1

xi,d (4.4)

σd ∼= σ̂d =

���� 1

T

T�

i=1

(xi,d − xi,d)2 (4.5)

onde os parâmetros µd e σd da população corrente Pt de tamanho T são consi-
derados iguais aos parâmetros de máximo verossimilhança µ̂i,d e σ̂i,d. Considerando
as restrições de cada problema a variável xi,d será dada então por:

xi,d = Min(Max(N(µd, σd), x
min
d ), xmaxd ) (4.6)

Dizer que a distribuição das variáveis xi,d da população Pt são originadas de uma
função de densidade (pdf) Gaussiana com os parâmetros µi,d e σi,d consiste de uma
afirmação muito forte já que não sabe se a distribuição de tais variáveis são realmente
normais. Além disso a população representada aqui é relativamente pequena o
que pode levar a resultados incorretos ao estimar os valores dos parâmetros. No
entanto esta abordagem permite restringir nosso espaço de decisão e guiar o processo
de busca baseando no conhecimento obtido das soluções produzidas pelos outros
agentes, abelhas, concentrando a busca nas regiões de maior probabilidade.

4.5 Abelhas Observadoras
Ao empregar o algoritmo UMDAGc baseado nos parâmetros µ e σ da população Pt
tem-se grandes chances de convergir para mínimos locais ao deixar regiões do es-
paço de decisão com menor concentração de soluções sem a devida atenção. Para
contornar este viés dividiu-se o espaço objetivo em clusters, como mencionado an-
teriormente, estimando logo a seguir os parâmetros µcd e σcd os quais serão utilizados
para gerar as novas soluções. Cada um destes parâmetros representam a média e
o desvio padrão de cada cluster c os quais irão guiar cada abelha observadora no
processo de busca. Os valores de µcd e σcd são calculados a partir das equações 4.7 e
4.8.

µcd
∼= µ̂cd =

1

T c

T c�

i=1

xci,d (4.7)

σcd
∼= σ̂cd =

���� 1

T c

T c�

i=1

(xci,d − xci,d)
2 (4.8)

Deste modo pode-se calcular os valores de cada variável do vetor xi considerando
as informações obtidas dos clusters conforme a equação 4.9

xi,d = Min(Max(N(µcd, σ
c
d), x

min
d ), xmaxd ) (4.9)
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4.6 Abelhas Nutrizes
Para aumentar a capacidade do algoritmo de gerar novas soluções e a sua convergên-
cia para fronteira Pareto introduz-se também um novo tipo de abelha denominada
de nutriz cuja função aqui será refinar as soluções a partir do algoritmo RECEDA
que se baseia na média µc e na matriz de covariância Σc de cada cluster para gerar as
novas soluções. Estas abelhas agem gerando soluções muito próximas principalmente
quando os valores da matriz de covariância tendem para valores próximos a zero e
quando as soluções estão muito próximas da fronteira Pareto. Os passos executados
para gerar as novas soluções pelas abelhas nutrizes são mostrados a seguir:

• Seleciona-se as soluções do cluster c e calcula-se a média e a matriz de covari-
ância Σc desta subpopulação;

• Repara-se a matriz de covariância: CMR(Σc);

• Em seguida decompõem-se a matriz de covariância do cluster c utilizando a
decomposição de Cholesky: LcLcT = Σc;

• É gerado um vetor com distribuição normal com µ = 0 e σ = 1: Z = N(0, 1);

• Finalmente calcula-se as novas soluções usando a equação: xi = µc + LcZ.

Considerando também as restrições do problema ajusta-se cada nova solução xi
conforme as restrições de cada variável

xi,d = Min(Max(xi,d, x
min
d ), xmaxd ) (4.10)

4.7 Abelhas Escoteiras
Devido ao fato do algoritmo convergir com facilidade para mínimos locais um novo
tipos abelha escoteira foi adicionado cuja função é aumentar a diversidade a par-
tir da mutação de umas das variáveis de uma solução escolhida aleatoriamente da
população armazenada no arquivo externo. Para produzir esta mutação utiliza-se
a distribuição de Cauchy centrada na média da variável xd com parâmetro t = 1
conforme a equação 4.11.

xi,d = Min(Max(C(µd, 1), x
min
d ), xmaxd ) (4.11)

onde C(µd, 1) corresponde a um número aleatório produzido a partir da
distribuição de Cauchy.

4.8 Arquivo Externo
Com o propósito de preservar as melhores soluções não dominadas utiliza-se um
arquivo externo. Esse arquivo é o mesmo utilizado pelo MOABC e consiste de
uma grade com caixas de tamanho � com um número de dimensões igual ao espaço
objetivo. Cada uma destas caixas armazena apenas uma solução; caso existam duas
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soluções aquela que dominar a outra é preservada e a outra é removida. Caso ainda
exista mais de uma solução na caixa, aquela que estiver mais próxima do canto
esquerdo da caixa é mantida e as outras removidas.

Este arquivo externo também é utilizado no cálculo da pontuação de cada tipo
abelha e consiste de uma simples regra; para cada nova solução armazenada no
arquivo é incrementado um ponto caso contrário nenhum ponto é adicionado. Os
pontos de cada abelha são representados aqui por ptc, pto, ptn e pte referentes as
abelhas campistas, observadoras, nutrizes e escoteiras respectivamente. Estes pontos
serão zerados a cada iteração do algoritmo de forma a evitar o acúmulo de pontos.

Essa pontuação será utilizada para o cálculo do feromônio de controle o qual
irá regular proporção de cada tipo de abelha. Esse feromônio é utilizado apenas
no algoritmo MOEDABCPhe com a finalidade de verificar o efeito da variação da
proporção de cada tipo de abelha no desempenho do algoritmo em relação ao algo-
ritmo MOEDABC o qual não utiliza o feromônio e sim uma proporção fixa de cada
população.

4.9 Controle da População
O controle de cada nova solução produzida por cada abelha no algoritmo MOEDABC
em cada iteração é realizado usando uma roleta, sendo que a probabilidade das
soluções serem produzidas por cada tipo de abelha variando entre 0 e 1 é de popc =
0.4 para abelhas campistas, popo = 0.3 para abelhas observadoras, popn = 0.2 para
abelhas nutrizes e pops = 0.1 para abelhas escoteiras. Porém como é utilizado
uma roleta com distribuição uniforme entre 0 e 1 é necessário calcular a função de
distribuição acumulada cdf para cada tipo de abelha da seguinte forma:

cdfc = popc
cdfo = cdfc + popo
cdfn = cdfo + popn
cdfe = cdfn + pope

(4.12)

onde cdfc,cdfo,cdfn e cdfe correspondem a função de distribuição acumulada para
cada uma das abelhas.

Visto que estes valores foram adotados empiricamente utiliza-se aqui outra estra-
tégia a qual é empregada no algoritmo denominado MOEDABCPhe. Nesta estratégia
o controle da proporção das soluções produzidas por cada tipo de abelha é contro-
lada por um feromônio de controle ε que indica a qualidade das soluções e uma taxa
de abandono ρ que regula a probabilidade de uma abelha mudar de tarefa. Para o
cálculo do feromônio considera-se as seguintes informações:

• Na: número de avaliações da função objetivo;

• Nt: número total de avaliações que o algoritmo irá executar;

• ptc: pontuações da abelha campista;

• pto: pontuações da abelha olheira;

• ptn: pontuações da abelha nutriz;
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Algoritmo 5: Control Pheromone
Data: ρ,ε

1 begin
2 //Calcula o valor total de pontos obtidos por cada tipo de abelha
3 pttotal = ptc + pto + ptn + pte
4 //Calcula o feromônio de cada tipo de abelha
5 phc =

ptc
pttotal

+ (1− ε)× phc
6 pho = pto

pttotal
+ (1− ε)× pho

7 phn = ptn
pttotal

+ (1− ε)× phn
8 phe =

pte
pttotal

+ (1− ε)× phe
9 //Zera as pontuações

10 ptc = pto = ptn = pte = 0
11 //Atualiza taxa de remoção
12 ρe =

ρ×Na

Nt

13 //Remove parte das subpopulações de cada tipo de abelha
14 popc = (1− ρe)× popc
15 popo = (1− ρe)× popo
16 popn = (1− ρe)× popn
17 pope = (1− ρe)× pope
18 //Atualiza as populações de acordo com a taxa de feromônio

phtotal = phc + pho + phn + phe
19 popc+ = ρe × phc

phtotal

20 popo+ = ρe × pho

phtotal

21 popn+ = ρe × phn

phtotal

22 pope+ = ρe × phe

phtotal

23 //Normaliza as populações
24 poptotal = popc + popo + popn + pope
25 popc =

popc

poptotal

26 popo = popo

poptotal

27 popn = popn

poptotal

28 pope =
pope

poptotal

29 //Atualiza a função de distribuição acumulada
30 cdfc = popc
31 cdfo = cdfc + popo
32 cdfn = cdfo + popn
33 cdfe = cdfn + pope
34 end

• pte: pontuações da abelha escoteira.

O procedimento para o cálculo de cada feromônio pode se visto no Algoritmo 5.
Para diminuir a probabilidade de uma abelha mudar de tarefa durante os instantes
iniciais utiliza-se o parâmetro ρe o qual será proporcional ao número de avaliações
variando linearmente entre 0 e ρ.

No processo de seleção tanto do MOEDABC quanto do MOEDABCPhe utiliza-
se o mesmo método de seleção elitista do NSGA-II, o Fast Nondominated Sorting
juntamente com o Crowding Distance e um arquivo externo para manter as melhores
soluções encontradas. A seguinte nomenclatura será adotada

• Pt: População de soluções atual;
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• Bt: Nova população produzida;

• Fn: Última fronteira da população Pt obtida após seu ranqueamento usando
Fast Nondominated Sorting, onde a população Pt é decomposta nas fronteiras
F1, F2, ..., Fn;

• Pt+1 : População final.

4.10 Algoritmos
Nesta seção são mostrados os Algoritmos 6, 7 e 8 desenvolvidos neste trabalho. O
primeiro denominado MOEDABC é uma versão que não apresenta o feromônio de
controle e sim uma proporção fixa de cada tipo de abelha. O segundo denominado
MOEDABCPhe apresenta um feromônio para o controle da população. Finalmente o
algoritmo UMDAGCc corresponde a uma versão modificada do UMDAGc onde é acres-
centado apenas o operador de mutação de Cauchy. A finalidade de cada um destes
algoritmos é verificar se realmente os métodos utilizados pelas abelhas observadoras
e nutrizes nos algoritmos MOEDABC e MOEDABCPhe melhoram o desempenho
desses em relação ao UMDAGCc e se a utilização de um feromônio para o controle
da produção das soluções por cada tipo abelha pode levar a melhores resultados o
MOEDABCPhe com relação ao MOEDABC e demais algoritmos avaliados.
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Algoritmo 6: MOEDABC
Data: Problema, número total de avaliações Nt, número de clusters c
Result: População Pt +Qt

1 begin
2 //Gera t soluções aleatoriamente;
3 Pt = generatesPopulation(t);
4 //Avalia a população
5 evaluate(Pt)
6 repeat
7 //Estatísticas de toda a população;
8 µ = mean(Pt)
9 std = standardDeviation(Pt)

10 //Divide a população em n clusters com o K-means
11 PC = K-Means(Pt)
12 //Estatísticas para cada cluster c
13 for each c ∈ C do
14 µc = mean(Pc)
15 stdc = standardDeviation(Pc)
16 Lc = RECEDA(Pc)

17 end
18 //Gera as novas soluções Bt

19 for i = 1 to length(Pt) do
20 //Roda roleta para selecionar abelha
21 rouletteWheel = rand[0, 1]
22 //Envia abelhas campistas
23 if rouletteWheel < 0.4 then
24 Bti = UMDA

G
c (µ, std)

25 end
26 //Envia abelhas observadoras
27 else if rouletteWheel < 0.7 then
28 //Seleciona um cluster c randomicamente e produz uma nova

solução
29 Bti = UMDA

G
c (µ

c, stdc)

30 end
31 //Envia abelhas Nutrizes
32 else if rouletteWheel < 0.9 then
33 //Seleciona um cluster c randomicamente e produz uma nova

solução
34 Bti = µc + L

cZ

35 end
36 //Envia abelhas escoteiras
37 else
38 Bti = mutationCauchy(Qt);
39 end
40 end
41 //Avalia a população
42 evaluate(Bt);
43 //Tenta arquivar as soluções não dominadas no arquivo externo
44 Qt.arquive(Bt)
45 //Combina populações
46 Pt+1 = Pt +Bt

47 //Ordena população com Fast non-dominated sorting
48 Pt+1 = (F1, F2, ..., Fn) = sorting(Pt+1)
49 //Ordena Fn com Crowding Distance
50 crowdingDistance(Fn)
51 //Trunca população pela metade
52 Pt+1 = truncate(Pt+1)

53 until Na < Nt;
54 end
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Algoritmo 7: MOEDABCPhe
Data: Problema, número total de avaliações Nt, número de clusters c
Result: População Pt +Qt

1 begin
2 //Gera t soluções aleatoriamente;
3 Pt = generatesPopulation(t);
4 //Avalia a população
5 evaluate(Pt)
6 repeat
7 //Estatísticas de toda a população;
8 µ = mean(Pt)
9 std = standardDeviation(Pt)

10 //Divide a população em n clusters com o K-means
11 PC = K-Means(Pt)
12 //Estatísticas para cada cluster c
13 for each c ∈ C do
14 µc = mean(Pc)
15 stdc = standardDeviation(Pc)
16 Lc = RECEDA(Pc)

17 end
18 //Gera as novas soluções Bt

19 for i = 1 to length(Pt) do
20 //Roda roleta para selecionar abelha
21 rouletteWheel = rand[0, 1]
22 //Envia abelhas campistas
23 if rouletteWheel < cdfc then
24 Bti = UMDA

G
c (µ, std)

25 end
26 //Envia abelhas observadoras
27 else if rouletteWheel < cdfo then
28 //Seleciona um cluster c randomicamente e produz uma nova

solução
29 Bti = UMDA

G
c (µ

c, stdc)

30 end
31 //Envia abelhas Nutrizes
32 else if rouletteWheel < cdfn then
33 //Seleciona um cluster c randomicamente e produz uma nova

solução
34 Bti = µc + L

cZ

35 end
36 //Envia abelhas escoteiras
37 else
38 Bti = mutationCauchy(Qt);
39 end
40 end
41 //Avalia a população
42 evaluate(Bt);
43 //Tenta arquivar as soluções não dominadas no arquivo externo
44 Qt.arquive(Bt)
45 //Combina populações
46 Pt+1 = Pt +Bt

47 //Ordena população com Fast non-dominated sorting
48 Pt+1 = (F1, F2, ..., Fn) = sorting(Pt+1)
49 //Ordena Fn com Crowding Distance
50 crowdingDistance(Fn)
51 //Trunca população pela metade
52 Pt+1 = truncate(Pt+1)

53 until Na < Nt;
54 end
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Algoritmo 8: UMDAGCc
Data: Problema, número total de avaliações Nt

Result: População Pt +Qt

1 begin
2 //Gera t soluções aleatoriamente;
3 Pt = generatesPopulation(t);
4 //Avalia a população
5 evaluate(Pt)
6 repeat
7 //Estatísticas de toda a população;
8 µ = mean(Pt)
9 std = standardDeviation(Pt)

10 //Gera as novas soluções Bt

11 for i = 1 to length(Pt) do
12 //Roda roleta para selecionar abelha
13 rouletteWheel = rand[0, 1]
14 if rouletteWheel < 0.9 then
15 Bti = UMDA

G
c (µ, std)

16 end
17 else
18 Bti = mutationCauchy(Qt);
19 end
20 end
21 //Avalia a população
22 evaluate(Bt);
23 //Tenta arquivar as soluções não dominadas no arquivo externo
24 Qt.arquive(Bt)
25 //Combina populações
26 Pt+1 = Pt +Bt

27 //Ordena população com Fast non-dominated sorting
28 Pt+1 = (F1, F2, ..., Fn) = sorting(Pt+1)
29 //Ordena Fn com Crowding Distance
30 crowdingDistance(Fn)
31 //Trunca população pela metade
32 Pt+1 = truncate(Pt+1)

33 until Na < Nt;
34 end



Capítulo 5

Experimentos

Neste capítulo introduz-se alguns indicadores para análise de desempenho de algo-
ritmos utilizados na resolução de problemas multiobjetivo. Conforme Zitzler et al.
(2002) o objetivo desses indicadores é medir a capacidade destes algoritmos de en-
contrar um conjunto aproximado tão próximo da fronteira Pareto-ótima cobrindo
esta com um número maior e diverso de soluções. Com este propósito selecionou-se
os indicadores Additive Epsilon Indicator, Hypervolume, Inverted Generational Dis-
tance, Maximum Pareto Front Error e Spacing para a análise de nossos resultados.

Também neste capítulo introduz-se os testes estatísticosMann-Whitney eKruskal-
Wallis com a finalidade de verificar se os resultados são realmente diferentes com
certo nível de significância, em seguida são mostrados os problemas testes utilizados
nos experimentos e o planejamento experimental.

5.1 Indicadores

5.1.1 Additive Epsilon Indicator

O indicador Additive Epsilon Indicator proposto por Zitzler et al. (2003) compara
dois conjuntos de soluções A e B, onde B é o conjunto de referência, calculando
o menor valor de translação � do conjunto A de tal forma que o conjunto B seja
totalmente dominado por A em ao menos uma solução conforme ilustrado na figura
5.1. Logo um vetor y1 = (y11, y

1
2, ..., y

1
n) ∈ O é dito �-dominar outro vetor objetivo

y1 = (y21, y
2
2, ..., y

2
n) ∈ O, escrito como y1 �� y2, se e somente se

∀i|1 ≤ i ≤ n : y1i ≤ � ∗ y2i (5.1)

para um dado � > 0. Define-se o �-indicador binário I� como

I�(A,B) = min
�∈R

{∀y2 ∈ B ∃y1 ∈ A : y1 �� y2} (5.2)

5.1.2 Hypervolume

O indicador Hypervolume ou “S-metric” foi proposto por Zitzler e Thiele (1998) e
consiste em calcular o hypervolume, área no caso de problemas com dois objetivos,

38
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Figura 5.1: Additive Epsilon Indicator

entre uma solução do espaço de objetivos e um ponto de referência o qual deve
ser dominado por todas as soluções encontradas pelos algoritmos testados. Assim
quanto maior o valor do hypervolume mais próximo da fronteira Pareto as soluções
estarão e melhor será o algoritmo.

O cálculo do hypervolume de regiões multidimensionais de um conjunto de solu-
ções A e B a um ponto de referência é ilustrado na figura 5.2. Neste caso pode-se
notar que o valor do hypervolume depende da escolha de um ponto arbitrário zref o
qual tem influência direta sobre o hypervolume referente aos conjuntos de soluções
não dominadas que estão sendo analisados (Knowles e Corne, 2002).

5.1.3 Generational Distance

O indicador Generational Distance permite estimar o quão longe estão um conjunto
de vetores não dominados de um conjunto Pareto-ótimo (Van Veldhuizen e Lamont,
1998). Este indicador é definido como:

GD =

��n
i=1 d

2
i

n
(5.3)

onde n é o número de vetores do conjunto de soluções não dominadas e di é a
distância Euclidiana de um vetor ao membro mais próximo da fronteira Pareto
verdadeira. Porém o problema deste indicador é que somente a fronteira Pareto
verdadeira é considerada e não um uniforme espalhamento das soluções ao longo
da fronteira. Devido a isto adota-se neste trabalho o indicador Inverted Distance
que corrige esta deficiência.

5.1.4 Inverted Generational Distance

Este indicador permite estimar o quão longe estão um conjunto Pareto Ótimo do
conjunto de vetores não dominados (Van Veldhuizen e Lamont, 1998). Formalmente,
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Figura 5.2: Hipervolume adaptado de Knowles e Corne (2002)

IGD =

��me

i=1 d
2
i

me
(5.4)

no qual me é o número de soluções da fronteira Pareto verdadeira Ptrue e di é a menor
distância Euclidiana de Ptrue às soluções candidatas. Valores de IGD próximos a
zero indicam que as soluções não dominadas estão bem próximas de Ptrue, por outo
lado valores grandes indicam que elas estão afastadas.

5.1.5 Maximum Pareto Front Error

O indicadorMaximum Pareto Front Error (MPFE) mede a máxima distância de um
vetor do conjunto solução PFknown a um vetor do conjunto solução de referência Ptrue
permitindo avaliar o quão separados eles estão e o quão seus formatos se assemelham
(Veldhuizen e Veldhuizen, 1999). A MPFE é calculada a partir da maior das menores
distâncias entre cada vetor conhecido de PFknown ao vetor correspondente mais
próximo de Ptrue. A definição deste indicador é dada por:

max
j

(min
i

|f i1(�x)− f j1 (�x)|p + |f i2(�x)− f j2 (�x)|p)1/p (5.5)

onde i = 1, ..., n1 e j = 1, ..., n2 são os índices dos vetores de PFknown e PFTrue
respectivamente, e p = 2.
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5.1.6 Spacing

Schott (1995) propôs o indicador Spacing o qual mede o nível de variância das
distâncias de soluções vizinhas na fronteira PFknown. Este indicador é dado por:

s =

�
1

n− 1

�

i−1

(d̄− di)2 (5.6)

di = minj(|f i1(�x)− f j1 (�x)|+ |f i2(�x)− f j2 (�x)|) (5.7)

onde i, j = 1, 2, ..., n, d̄ é a média de todas as distâncias di e n é o número de
soluções.

Um valor igual a zero para este indicador geralmente significa que todas as so-
luções encontradas estão igualmente espaçadas uma da outra. Valores pequenos
indicam que a fronteira Pareto apresenta soluções espalhadas de forma mais homo-
gênea.

5.2 Problemas
Nos experimentos são utilizados os problemas testes ZDT1, ZDT2, ZDT3, DTLZ2,
DTLZ4 e DTLZ7 (Coello et al., 2007) além dos problemas testes UF1, UF2, UF3 e
UF6 do CEC 2009 (Zhang et al., 2008). Considerando cada um destes testes com 2
funções objetivos e 100 variáveis de decisão, exceto os problemas DTLZ2, DTLZ4 e
DTLZ7 que são utilizados com 3 funções objetivos.

5.3 Testes estatísticos
Neste capítulo descreve-se os testes estatísticos não-paramétricos utilizados na com-
paração dos resultados obtidos por cada algoritmo em relação a cada um dos pro-
blemas testes abordados.

5.3.1 Teste Mann-Whitney

O teste Mann-Whitney é um teste estatístico não-paramétrico para comparar as mé-
dias de duas amostras independentes com distribuições desconhecidas e de tamanho
iguais ou diferentes. Conforme DeLong et al. (1988) este teste estima a probabili-
dade, θ, de uma seleção de observações aleatórias de uma população representada
por P2 ser menor ou igual a uma seleção de observações aleatórias de uma popula-
ção representada por P1. Nos testes considera-se as seguintes hipóteses referentes
aos resultados obtidos em cada métrica M utilizada na análise das populações de
soluções geradas pelos algoritmos A1 e A2:

• HM0 : Os resultados obtidos em cada métrica referentes a A1 e A2 têm as
mesmas médias;

• HM1 : Os resultados têm médias diferentes e correspondem a diferentes distri-
buições.
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5.3.2 Teste Kruskal-Wallis

O teste Kruskal-Wallis é um teste estatístico não-paramétrico para comparar as
médias de k amostras independentes com distribuições desconhecidas e de tamanhos
iguais ou diferentes. Para k = 2, o teste de Kruskal-Wallis é idêntico ao teste Mann-
Whitney, porém são consideradas as seguintes hipóteses:

• HK0 : As amostras obtidas de cada métrica referentes a K algoritmos têm as
mesmas médias;

• HK1 : Ao menos duas amostras apresentam médias diferentes .

5.3.3 Indicadores dos testes

Conforme mencionado no capítulo referente ao framework MOEA tanto o teste
Mann-Whitney quanto o teste Kruskal-Wallis são utilizados nos testes de signifi-
cância, porém como analisado nos códigos fontes destes testes implementados no
MOEA, verificou-se que o MOEA adota a seguinte estratégia nos testes:

• HK0 é verdadeira: Inicialmente é realizado o teste Kruskal-Wallis com a finali-
dade de verificar se a hipótese nula HK0 é verdadeira, caso verdadeiro o teste
Mann-Whitney é executado com o objetivo de verificar se existe ainda, com
certo nível de significância, diferenças das amostras da métrica M obtidas das
populações de cada algoritmo tomando estas par a par. Caso a hipótese HM0
seja rejeitada considera-se que existe diferença entre os resultados dos dois
algoritmos com certo nível de significância;

• HK0 é rejeitada: Caso a hipótese HK0 seja rejeitada o teste Mann-Whitney não
é executado e o teste Kruskal-Wallis retorna os grupos de algoritmos (mais
de um algoritmo) cujo resultado referente a métrica M são indiferentes ao
algoritmo avaliado. Este processo é feito para todos algoritmos retornando os
grupos que são indiferentes com certo grau de significância.

A partir dos resultados obtidos nos testes acima são considerados os seguintes
indicadores na comparação dos resultados:

• = : Indica que a hipótese nula HK0 é verdadeira e que não existe diferenças
entre os resultados da métrica M para os algoritmos A1 e A2;

• < : A hipótese alternativa HK1 é verdadeira e as amostras da métrica M para
os algoritmos indicam que A2 é pior que A1;

• > : A hipótese alternativa HK1 é verdadeira e as amostras da métrica M para
os algoritmos indicam que A2 é melhor que A1;

• − : não se aplica tal comparação no caso em que se compara o algoritmo A1

com ele mesmo.

Nas análises dos resultados computacionais considerar-se apenas A1 o algoritmo
MOEDABCPhe e A2 os demais algoritmos tomados um de cada vez.
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5.4 Parâmetros adotados
Com o propósito de analisar o comportamento do MOEDABCPhe na resolução de
problemas com muitas variáveis foram utilizados os problemas testes ZDT1, ZDT2,
ZDT3, DTLZ2, DTLZ4 e DTLZ7, além dos problemas testes UF1, UF2, UF3, UF4
e UF6 considerando 100 variáveis de decisão e 2 objetivos, exceto para os pro-
blemas DTLZ2, DTLZ4 e DTLZ7 que são com 3 objetivos. Os resultados obti-
dos na resolução desses problemas pelos algoritmos MOEDABC, MOEDABCPhe
e UMDAGCc são comparados com os resultados obtidos pelos algoritmos GDE3,
NSGA-II e MOEA/D. Cada algoritmo foi executado 50 vezes para cada problema.
Todos algoritmos utilizam uma população de 100 indivíduos além de um arquivo
externo com parâmetro � = 0.001 como forma de preservar as melhores soluções não
dominadas encontradas. Os parâmetros utilizados dos algoritmos se baseiam nos va-
lores padrões encontrados no framework MOEA utilizado para o desenvolvimento e
teste de cada algoritmo. Para o algoritmo do GDE3 foram utilizados os parâmetros
CR = 0.2 e F = 2, para o NSGAII a taxa de cruzamento foi de 0.8 e um operador
de mutação com taxa 1/m, onde m é o número de variáveis do problema, F = 0.5,
η = 0.01 e um tamanho da vizinhança T = 10 para o MOEA/D e um número de
clusters k = 5 para o MOEDABC e o MOEDABCPhe, considerando para este último
uma taxa de abandono ρ = 0.01 e a taxa de evaporação do feromônio ε = 0.05 com
valores adotados empiricamente. O número de avaliações da função objetivo será de
20000, onde todos problemas são de minimização das funções objetivos.



Capítulo 6

Resultados Computacionais

Neste capítulo são mostrados alguns resultados computacionais obtidos referentes
aos problemas testes das classes ZDT e UF. Demais resultados referentes aos proble-
mas DTLZ podem ser vistos no Apêndice B. Cada um desses problemas é avaliado
conforme os indicadores Additive Epsilon Indicator, Hypervolume, Inverted Gene-
rational Distance, Maximum Pareto Front Error e Spacing. Os resultados obtidos
destes problemas foram produzidos pelos algoritmos GDE3, NSGA-II, e MOEA/D
além dos algoritmos MOEDABC, MOEDABCPhe e UMDAGCc desenvolvidos neste
trabalho. Nas análises dos resultados são comparados os algoritmos citados anterior-
mente com o MOEDABCPhe baseando-se nas médias e desvios padrões obtidos e em
indicadores, os quais são baseados nos testes não paramétricos de Mann-Whitney
e Kruskal-Wallis definidos no capítulo 5. O intervalo de confiança utilizado nestes
testes é de 95%, ou seja, valor-p = 0.05.

6.1 Análises baseadas nos indicadores

6.1.1 Additive Epsilon Indicator

Conforme o indicador Additive Epsilon Indicator pode-se verificar na tabela 6.1 que
os algoritmos MOEDABCPhe e MOEDABC apresentaram desempenho significati-
vamente maior na resolução dos problemas da classe ZDT em relação aos demais
algoritmos. É possível verificar também que o algoritmo UMDAGCc apresentou um
bom desempenho e que apenas no problema teste ZDT6 o algoritmo MOEDABCPhe
teve melhor desempenho em relação ao MOEDABC, que pode ser creditado a uti-
lização do feromônio de controle utilizado pelo MOEDABCPhe já que este é único
diferencial entre os dois.

Com relação aos problemas da classe UF pode-se verificar na tabela 6.2 que nos
problemas testes UF1, UF3, e UF6 o algoritmo MOEDABCPhe apresentou maior
desempenho. No problema teste UF2 o algoritmo NSGA-II obteve os melhores
resultados. Já no problema UF4 os algoritmos GDE3 e MOEA/D apresentaram
maior desempenho.
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6.1.2 Hypervolume

Da mesma forma que na análise do indicador anterior, verificou-se a partir dos
resultados da tabela 6.3 que ambos algoritmos MOEDABCPhe e MOEDABC apre-
sentaram maior desempenho com relação ao indicador Hypervolume referentes aos
problemas da classe ZDT, inclusive em relação ao problema ZDT6 no qual novamente
o MOEDABCPhe apresentou uma diferença significativa em relação ao MOEDABC.

Referente a essa mesmo indicador, mas agora considerando os problemas da
classe UF, pode-se verificar na tabela 6.4 que o MOEDABCPhe apresentou maior
hypervolume nos problemas UF1, UF2, UF3 e UF6, no entanto em todos esses testes
houve ao menos um algoritmo com resultados, com certo nível de significância, iguais
ao do MOEDABCPhe, exceto no problema teste UF6.

6.1.3 Inverted Distance

Nesta seção são avaliados os desempenhos dos algoritmos utilizando o indicador In-
verted Distance com o objetivo de verificar a proximidade das soluções da fronteira
Pareto-ótima. Analisando a tabela 6.5 pôde-se verificar também que os algorit-
mos MOEDABCPhe e MOEDABC apresentaram em média, e conforme os níveis
de significância, soluções mais próximas a fronteira Ptrue, ressaltando apenas que
no problema ZDT6 o MOEDABCPhe obteve maior desempenho. Avaliando agora a
tabela 6.6 verificou-se que nos problemas testes UF1, UF3 e UF6 o MOEDABCPhe
apresentou bons resultados, sendo que apenas no problema teste UF6 os resulta-
dos foram significativamente melhores aos demais. Ressalta-se aqui que a adoção
do feromônio de controle proporcionou melhores resultados ao MOEDABCPhe com
relação ao MOEDABC.

6.1.4 Maximum Pareto Front Error

Utilizando-se o indicadorMaximum Pareto Front Error os resultados obtidos mostram-
se relativamente muito parecidos com relação aos demais indicadores citados anteri-
ormente na avaliação do comportamento do MOEDABCPhe e do MOEDABC refe-
rentes aos problemas da classe ZDT. Pôde-se verificar também na tabela 6.7 que am-
bos apresentam resultados significativamente melhores neste indicador, com apenas
uma exceção referente ao problema ZDT6 onde NSGA-II obteve maior desempenho.
Estes resultados indicam que as soluções obtidas pelos algoritmos MOEDABCPhe
e MOEDABC encontram-se bem próximas a Ptrue havendo poucas distorções das
proximidades das soluções em relação a fronteira.

No que se refere aos problemas da classe UF os resultados vistos na tabela 6.8
indicam que o MOEDABCPhe apresentou maior desempenho em relação ao MOE-
DABC e demais algoritmos nos problemas UF1, UF2 e UF6, havendo apenas uma
exceção no problema UF2 onde o MOEDABC é indiferente. Ressalta-se aqui tam-
bém a bom desempenho do UMDAGCc na resolução do problema UF3 superando os
demais algoritmos.



6.1 Resultados Computacionais 48

Ta
be
la

6.
3:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

ZD
T
:I
nd

ic
ad
or

H
yp

er
vo
lu
m
e

P
ro
b
le
m
a

M
ed
id
a

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e
M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
49
25
29
45

0,
46
70
82
39

0,
66
46
80
04

0,
66
46
46
66

0,
00
94
98
53

0,
58
55
63
70

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
87
57
65

0,
02
41
32
44

0,
00
02
02
12

0,
00
01
97
87

0,
01
69
86
35

0,
00
39
36
21

Z
D
T
1

M
áx
im
o

0,
51
27
17
69

0,
51
30
17
86

0,
66
51
94
18

0,
66
50
58
15

0,
09
69
39
57

0,
59
42
20
31

M
in
ím
o

0,
46
89
20
81

0,
39
25
72
49

0,
66
43
30
34

0,
66
40
95
11

0,
00
00
00
00

0,
57
64
28
06

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
11
39
88
93

0,
06
51
67
18

0,
33
12
43
82

0,
33
13
10
34

0,
00
00
00
00

0,
27
07
54
16

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
86
80
89

0,
02
05
67
31

0,
00
14
73
94

0,
00
12
31
98

0,
00
00
00
00

0,
01
59
47
83

Z
D
T
2

M
áx
im
o

0,
13
07
05
83

0,
10
75
50
73

0,
33
26
92
38

0,
33
26
48
99

0,
00
00
00
00

0,
32
88
76
32

M
in
ím
o

0,
09
79
84
76

0,
02
94
69
82

0,
32
69
14
74

0,
32
79
62
02

0,
00
00
00
00

0,
25
12
40
60

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
35
10
24
30

0,
37
67
19
27

0,
51
01
37
38

0,
50
99
03
05

0,
07
74
95
97

0,
33
10
13
71

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
75
48
66

0,
01
42
72
80

0,
00
14
48
80

0,
00
17
29
75

0,
02
43
56
33

0,
00
70
19
46

Z
D
T
3

M
áx
im
o

0,
36
87
01
30

0,
40
06
32
88

0,
51
34
72
95

0,
51
61
80
75

0,
14
56
27
77

0,
35
31
15
98

M
in
ím
o

0,
33
18
51
40

0,
33
65
63
06

0,
50
76
95
89

0,
50
69
64
69

0,
02
08
20
15

0,
31
95
41
91

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
66
60
37
26

0,
66
60
34
49

0,
00
00
00
00

0,
38
61
47
19

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
00
00
26
52

0,
00
00
26
07

0,
00
00
00
00

0,
28
03
16
75

Z
D
T
4

M
áx
im
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
66
60
68
02

0,
66
60
64
64

0,
00
00
00
00

0,
66
60
23
28

M
in
ím
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
66
59
63
66

0,
66
59
56
72

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
23
69
52
26

0,
26
50
50
20

0,
00
00
00
00

0,
00
43
63
17

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
07
38
97
12

0,
05
79
51
15

0,
00
00
00
00

0,
02
42
35
14

Z
D
T
6

M
áx
im
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
39
93
87
74

0,
37
03
35
08

0,
00
00
00
00

0,
16
52
12
87

M
ín
im
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
13
66
95
99

0,
16
80
06
20

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

In
di
ca
do
r

<
<

<
-

<
<



6.1 Resultados Computacionais 49

Ta
be
la

6.
4:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

U
F
:I
nd

ic
ad

or
H
yp

er
vo
lu
m
e

P
ro
b
le
m
a

M
ed
id
a

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e

M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
45
87
62
25

0,
41
81
25
86

0,
43
23
67
12

0,
46
32
55
48

0,
22
49
09
72

0,
41
70
46
30

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
02
77
99
93

0,
05
58
91
10

0,
05
49
50
99

0,
03
11
23
60

0,
03
98
58
62

0,
03
29
67
93

U
F
1

M
áx
im
o

0,
49
17
96
18

0,
49
00
83
00

0,
50
22
30
24

0,
50
32
64
47

0,
29
71
94
73

0,
45
37
00
42

M
in
ím
o

0,
39
19
00
24

0,
29
74
33
93

0,
21
00
81
16

0,
35
24
04
73

0,
11
15
87
87

0,
26
69
94
20

In
di
ca
do
r

=
<

<
-

<
<

M
éd
ia

0,
52
18
16
15

0,
52
27
83
25

0,
54
17
05
77

0,
54
26
54
59

0,
49
05
53
05

0,
52
91
68
15

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
58
95
88

0,
00
84
99
34

0,
00
38
86
02

0,
00
39
81
59

0,
01
76
67
06

0,
00
22
50
72

U
F
2

M
áx
im
o

0,
53
84
39
13

0,
53
74
43
18

0,
55
35
12
17

0,
55
50
82
31

0,
52
14
14
43

0,
53
41
63
91

M
in
ím
o

0,
51
10
28
41

0,
50
24
13
19

0,
53
57
97
98

0,
53
67
93
44

0,
43
66
32
04

0,
52
49
81
37

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
30
13
43
46

0,
30
27
87
78

0,
36
90
88
13

0,
36
77
19
38

0,
23
21
78
91

0,
30
45
40
84

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
74
99
58

0,
01
34
21
87

0,
02
06
35
07

0,
03
04
35
44

0,
01
90
77
04

0,
00
94
46
34

U
F
3

M
áx
im
o

0,
32
06
96
87

0,
33
03
50
86

0,
40
53
52
66

0,
43
43
61
51

0,
28
87
42
10

0,
33
10
57
71

M
in
ím
o

0,
28
72
29
47

0,
26
87
91
42

0,
32
36
39
79

0,
29
31
41
68

0,
17
13
18
48

0,
28
61
30
95

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
17
76
37
23

0,
17
48
70
22

0,
12
66
30
39

0,
15
13
14
28

0,
18
22
55
44

0,
12
02
57
56

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
18
00
17

0,
00
29
36
80

0,
00
41
69
17

0,
00
44
34
73

0,
00
34
69
14

0,
00
14
13
26

U
F
4

M
áx
im
o

0,
18
19
19
37

0,
18
06
62
84

0,
14
06
56
18

0,
16
24
53
96

0,
19
07
01
55

0,
12
28
39
83

M
in
ím
o

0,
17
37
84
19

0,
16
87
27
52

0,
12
04
48
21

0,
14
20
67
67

0,
17
61
01
22

0,
11
75
98
81

In
di
ca
do
r

>
>

<
-

>
<

M
éd
ia

0,
05
96
60
13

0,
03
41
97
55

0,
08
47
41
91

0,
11
52
42
25

0,
00
00
00
00

0,
08
86
11
99

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
04
07
21
55

0,
03
83
46
15

0,
03
68
80
29

0,
02
84
39
26

0,
00
00
00
00

0,
05
51
51
40

U
F
6

M
áx
im
o

0,
14
32
88
61

0,
12
31
08
03

0,
12
74
78
56

0,
14
71
76
37

0,
00
00
00
00

0,
19
48
02
48

M
in
ím
o

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

0,
00
00
00
00

In
di
ca
do
r

<
<

<
-

<
<



6.1 Resultados Computacionais 50

Ta
be
la

6.
5:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

ZD
T
:I
nd

ic
ad
or

In
ve
rt
ed

D
is
ta
nc
e

P
ro
b
le
m
a

M
ed
id
as

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e
M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
00
38
11
62

0,
00
45
44
74

0,
00
00
39
91

0,
00
00
40
50

0,
02
48
55
53

0,
00
17
83
55

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
02
07
93

0,
00
05
95
64

0,
00
00
04
32

0,
00
00
04
32

0,
00
25
78
75

0,
00
00
90
14

Z
D
T
1

M
áx
im
o

0,
00
44
35
27

0,
00
64
50
61

0,
00
00
47
27

0,
00
00
53
02

0,
03
05
86
91

0,
00
19
95
97

M
in
ím
o

0,
00
33
59
28

0,
00
34
57
53

0,
00
00
28
99

0,
00
00
31
88

0,
01
67
23
21

0,
00
15
89
84

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
70
39
74

0,
01
02
07
85

0,
00
00
55
59

0,
00
00
53
36

0,
05
78
49
20

0,
00
15
13
96

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
04
33
23

0,
00
14
66
94

0,
00
00
22
81

0,
00
00
18
88

0,
00
58
63
12

0,
00
04
06
98

Z
D
T
2

M
áx
im
o

0,
00
79
43
23

0,
01
31
37
08

0,
00
01
25
88

0,
00
01
07
50

0,
07
11
19
86

0,
00
20
30
94

M
in
ím
o

0,
00
63
72
02

0,
00
75
95
46

0,
00
00
34
44

0,
00
00
35
64

0,
04
31
54
43

0,
00
00
92
30

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
76
12
10

0,
00
62
83
24

0,
00
02
16
14

0,
00
02
23
04

0,
02
60
29
29

0,
00
89
57
16

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
04
12
66

0,
00
07
96
48

0,
00
00
39
26

0,
00
00
44
33

0,
00
25
84
46

0,
00
04
15
08

Z
D
T
3

M
áx
im
o

0,
00
85
97
64

0,
00
86
10
61

0,
00
02
73
68

0,
00
02
99
47

0,
03
15
06
83

0,
00
96
34
04

M
in
ím
o

0,
00
67
81
83

0,
00
50
24
34

0,
00
01
27
38

0,
00
00
84
23

0,
01
95
34
41

0,
00
77
89
08

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

8,
00
67
94
72

1,
50
69
28
71

0,
00
00
16
25

0,
00
00
16
30

1,
53
29
40
06

0,
01
22
60
67

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
35
71
95
46

0,
10
89
35
30

0,
00
00
00
46

0,
00
00
00
46

0,
14
90
67
22

0,
01
59
91
13

Z
D
T
4

M
áx
im
o

8,
79
17
26
33

1,
72
62
77
11

0,
00
00
17
54

0,
00
00
17
79

1,
88
05
25
26

0,
07
30
18
15

M
in
ím
o

7,
10
33
37
70

1,
28
99
08
29

0,
00
00
15
50

0,
00
00
15
48

1,
16
89
16
52

0,
00
00
18
97

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
16
61
75
79

0,
16
71
00
60

0,
00
27
54
59

0,
00
23
42
21

0,
24
48
30
69

0,
09
29
67
51

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
26
74
19

0,
00
59
51
30

0,
00
11
89
91

0,
00
09
66
64

0,
00
51
20
13

0,
03
71
55
04

Z
D
T
6

M
áx
im
o

0,
17
20
71
53

0,
18
34
87
41

0,
00
43
86
06

0,
00
38
68
93

0,
25
71
83
06

0,
14
48
04
26

M
ín
im
o

0,
16
05
87
37

0,
15
14
32
42

0,
00
01
04
02

0,
00
06
21
93

0,
23
22
86
80

0,
00
74
91
59

In
di
ca
do
r

<
<

<
-

<
<



6.1 Resultados Computacionais 51

Ta
be
la

6.
6:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

U
F
:I
nd

ic
ad

or
In
ve
rt
ed

D
is
ta
nc
e

P
ro
b
le
m
as

M
ed
id
as

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e

M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
00
43
86
15

0,
00
51
79
32

0,
00
48
90
24

0,
00
44
84
89

0,
01
12
52
72

0,
00
50
45
54

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
04
49
92

0,
00
11
40
33

0,
00
10
40
19

0,
00
05
73
51

0,
00
14
53
19

0,
00
08
44
19

U
F
1

M
áx
im
o

0,
00
55
71
21

0,
00
79
15
81

0,
00
99
70
04

0,
00
68
32
87

0,
01
52
59
48

0,
00
95
86
64

M
in
ím
o

0,
00
36
62
27

0,
00
37
06
79

0,
00
37
28
67

0,
00
38
29
55

0,
00
84
15
95

0,
00
43
51
66

In
di
ca
do
r

=
<

<
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
41
58
69

0,
00
37
49
11

0,
00
51
04
29

0,
00
51
16
52

0,
00
54
53
01

0,
00
51
61
54

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
02
39
58

0,
00
02
72
16

0,
00
05
41
19

0,
00
05
21
07

0,
00
14
72
26

0,
00
02
36
88

U
F
2

M
áx
im
o

0,
00
47
19
34

0,
00
43
24
63

0,
00
64
10
48

0,
00
60
49
83

0,
00
96
33
33

0,
00
61
61
17

M
in
ím
o

0,
00
34
03
99

0,
00
31
75
30

0,
00
37
72
83

0,
00
38
17
63

0,
00
39
13
72

0,
00
47
54
41

In
di
ca
do
r

>
>

=
-

<
=

M
éd
ia

0,
00
91
81
38

0,
00
89
49
90

0,
00
78
63
50

0,
00
81
99
54

0,
01
13
23
75

0,
01
07
84
09

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
03
32
61

0,
00
03
97
46

0,
00
06
20
40

0,
00
16
69
06

0,
00
06
17
56

0,
00
03
52
86

U
F
3

M
áx
im
o

0,
01
01
43
16

0,
01
00
43
57

0,
00
93
65
63

0,
01
53
89
43

0,
01
33
70
69

0,
01
14
05
05

M
in
ím
o

0,
00
85
91
96

0,
00
80
91
80

0,
00
66
99
31

0,
00
63
74
08

0,
00
95
61
73

0,
00
96
97
19

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
00
37
98
28

0,
00
38
16
68

0,
00
50
78
52

0,
00
43
10
61

0,
00
36
26
20

0,
00
58
68
25

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
00
65
25

0,
00
01
00
19

0,
00
02
00
15

0,
00
01
96
07

0,
00
01
05
54

0,
00
00
76
19

U
F
4

M
áx
im
o

0,
00
39
35
48

0,
00
40
22
72

0,
00
56
23
98

0,
00
47
39
93

0,
00
37
94
33

0,
00
59
84
27

M
in
ím
o

0,
00
36
81
02

0,
00
36
04
74

0,
00
46
82
70

0,
00
39
00
90

0,
00
32
92
44

0,
00
56
59
68

In
di
ca
do
r

>
>

<
-

>
<

M
éd
ia

0,
01
47
61
21

0,
02
09
79
40

0,
01
18
79
43

0,
00
90
99
01

0,
05
67
56
79

0,
01
52
63
32

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
44
85
57

0,
00
85
56
17

0,
00
48
14
13

0,
00
18
07
59

0,
00
74
46
91

0,
00
53
82
49

U
F
6

M
áx
im
o

0,
03
34
61
93

0,
04
46
23
56

0,
02
62
47
46

0,
01
69
79
96

0,
07
95
26
56

0,
03
41
42
10

M
in
ím
o

0,
01
04
43
55

0,
01
18
61
27

0,
00
86
92
10

0,
00
80
86
19

0,
04
50
73
50

0,
00
81
39
36

In
di
ca
do
r

<
<

<
-

<
<



6.1 Resultados Computacionais 52

Ta
be
la

6.
7:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

ZD
T
:I
nd

ic
ad
or

M
ax
im

um
P
ar
et
o
Fr
on
t
E
rr
or

P
ro
b
le
m
as

M
ed
id
as

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e

M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
23
67
95
65

0,
31
01
23
40

0,
01
11
57
70

0,
01
17
71
13

1,
47
32
17
38

0,
10
75
24
95

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
02
15
75
84

0,
04
27
51
80

0,
00
40
57
72

0,
00
31
89
98

0,
15
20
91
61

0,
00
65
57
65

Z
D
T
1

M
áx
im
o

0,
28
89
39
02

0,
42
39
95
41

0,
01
57
64
24

0,
01
56
80
48

1,
88
09
52
66

0,
12
42
80
53

M
in
ím
o

0,
16
48
49
88

0,
21
55
34
80

0,
00
22
38
16

0,
00
34
10
01

0,
98
55
66
55

0,
08
94
57
17

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
25
55
27
24

0,
34
75
64
67

0,
00
20
73
63

0,
00
20
06
35

1,
49
69
08
49

0,
05
57
22
21

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
01
84
63
85

0,
04
91
60
99

0,
00
13
70
11

0,
00
10
83
24

0,
18
26
16
43

0,
01
47
59
37

Z
D
T
2

M
áx
im
o

0,
29
54
01
02

0,
45
42
76
46

0,
00
62
21
70

0,
00
52
32
51

2,
02
21
61
72

0,
07
43
57
23

M
in
ím
o

0,
22
35
70
45

0,
25
67
95
02

0,
00
10
47
95

0,
00
10
85
46

1,
18
93
59
14

0,
00
32
18
32

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

0,
21
83
89
30

0,
20
88
20
13

0,
01
36
05
61

0,
01
39
53
77

0,
81
25
38
48

0,
25
91
46
34

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
01
65
66
18

0,
02
54
76
67

0,
00
17
27
86

0,
00
20
79
55

0,
08
90
80
76

0,
01
37
10
79

Z
D
T
3

M
áx
im
o

0,
25
76
33
23

0,
26
20
54
65

0,
01
63
25
90

0,
01
72
18
11

0,
98
59
27
47

0,
27
84
28
62

M
in
ím
o

0,
18
20
94
40

0,
16
66
09
48

0,
00
82
00
47

0,
00
65
13
04

0,
60
71
62
57

0,
21
82
03
53

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

27
7,
39
93
71
87

57
,3
24
66
84
7

0,
01
18
45
83

0,
01
15
70
17

27
9,
10
73
00
30

0,
81
89
60
37

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

15
,7
67
70
80
1

6,
94
21
14
81

0,
00
33
28
86

0,
00
36
04
75

16
6,
35
65
56
13

0,
92
55
26
64

Z
D
T
4

M
áx
im
o

30
2,
53
04
32
98

75
,2
10
48
36
6

0,
01
58
15
43

0,
01
55
88
86

58
3,
69
69
24
05

3,
32
74
13
57

M
in
ím
o

23
4,
99
64
99
00

46
,1
33
71
56
0

0,
00
25
02
47

0,
00
31
94
06

50
,3
36
18
52
5

0,
00
40
41
73

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
<

M
éd
ia

4,
56
54
79
44

4,
26
80
48
49

4,
56
37
01
84

4,
74
51
49
75

6,
56
78
04
74

6,
22
69
85
88

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
12
52
86
28

0,
16
76
13
46

1,
18
92
59
60

1,
14
35
13
34

0,
19
49
24
02

0,
55
04
70
55

Z
D
T
6

M
áx
im
o

4,
91
06
06
14

4,
67
81
51
92

6,
69
88
13
32

7,
38
84
52
29

6,
92
29
25
90

7,
28
97
22
52

M
in
ím
o

4,
31
89
55
85

3,
81
25
71
85

1,
82
06
14
70

2,
28
76
61
17

6,
06
86
41
31

5,
08
00
83
07

In
di
ca
do
r

=
>

=
-

<
<



6.1 Resultados Computacionais 53

Ta
be
la

6.
8:

P
ro
bl
em

as
da

cl
as
se

U
F
:I
nd

ic
ad

or
M
ax
im

um
P
ar
et
o
Fr
on
t
E
rr
or

P
ro
b
le
m
as

M
ed
id
as

G
D
E
3

N
S
G
A
-I
I

M
O
E
D
A
B
C

M
O
E
D
A
B
C
P
h
e

M
O
E
A
/D

U
M
D
A
G
C
c

M
éd
ia

0,
15
59
44
47

0,
23
69
33
57

0,
14
23
38
02

0,
09
22
74
02

0,
48
64
85
51

0,
14
89
92
51

U
F
1

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
16
36
68
52

0,
14
54
47
63

0,
08
33
95
14

0,
06
52
32
28

0,
10
47
24
30

0,
09
33
91
91

M
áx
im
o

1,
07
70
25
43

0,
59
87
29
23

0,
45
42
01
57

0,
27
36
37
32

0,
79
90
46
59

0,
51
12
89
55

M
in
ím
o

0,
05
75
29
12

0,
05
18
30
31

0,
04
30
44
50

0,
02
59
30
44

0,
30
70
75
00

0,
05
65
38
43

In
di
ca
do
r

>
>

>
-

>
>

M
éd
ia

0,
26
84
45
23

0,
19
64
50
45

0,
21
14
56
10

0,
20
27
62
63

0,
23
89
21
28

0,
26
17
30
90

U
F
2

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
07
94
36
17

0,
04
65
47
04

0,
06
18
09
95

0,
05
27
52
97

0,
08
95
69
19

0,
05
34
31
44

M
áx
im
o

0,
53
21
44
34

0,
33
74
58
63

0,
33
00
18
18

0,
31
46
70
22

0,
65
68
97
55

0,
38
73
58
73

M
in
ím
o

0,
14
23
39
75

0,
13
06
03
06

0,
10
76
14
30

0,
12
34
42
41

0,
09
69
43
66

0,
14
27
70
60

In
di
ca
do
r

<
=

=
-

>
>

M
éd
ia

0,
28
77
76
09

0,
28
83
25
23

0,
25
98
05
62

0,
26
06
09
88

0,
28
83
35
05

0,
11
48
63
05

U
F
3

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
06
78
12
24

0,
05
43
80
31

0,
03
61
65
18

0,
04
08
96
16

0,
05
86
30
65

0,
04
32
61
21

M
áx
im
o

0,
49
64
20
54

0,
44
69
69
04

0,
35
74
56
02

0,
35
06
84
04

0,
44
33
00
45

0,
24
36
46
35

M
in
ím
o

0,
17
73
78
06

0,
20
70
10
24

0,
19
77
15
77

0,
18
19
77
63

0,
19
73
70
23

0,
06
85
10
19

In
di
ca
do
r

<
<

=
-

<
>

M
éd
ia

0,
15
48
65
58

0,
16
23
56
33

0,
20
89
70
26

0,
17
56
54
42

0,
16
08
13
63

0,
21
47
51
58

U
F
4

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
00
39
99
43

0,
00
54
70
58

0,
00
36
11
69

0,
00
62
41
63

0,
01
01
87
25

0,
00
31
71
11

M
áx
im
o

0,
16
70
28
63

0,
17
36
82
33

0,
21
92
72
97

0,
19
51
29
57

0,
18
35
35
84

0,
22
27
59
21

M
in
ím
o

0,
14
63
30
96

0,
14
98
66
25

0,
19
82
40
19

0,
15
40
28
06

0,
14
46
98
52

0,
20
76
44
86

In
di
ca
do
r

>
>

<
-

>
<

M
éd
ia

0,
49
61
48
83

0,
87
79
75
66

0,
50
83
84
74

0,
32
70
89
44

1,
83
64
87
94

0,
33
25
20
90

U
F
6

D
es
vi
o
P
ad
rã
o

0,
22
15
90
93

0,
69
04
86
17

0,
25
76
23
05

0,
16
65
69
26

0,
38
07
42
79

0,
20
15
17
95

M
áx
im
o

1,
36
23
80
04

2,
90
92
04
08

1,
37
42
42
34

0,
85
79
71
51

2,
94
10
63
62

1,
02
50
67
02

M
in
ím
o

0,
29
29
91
55

0,
27
93
80
35

0,
22
31
18
51

0,
16
66
75
67

1,
23
19
00
15

0,
10
54
01
89

In
di
ca
do
r

<
<

<
-

<
=



6.1 Resultados Computacionais 54

6.1.5 Spacing

Finalmente, avaliando a tabela 6.10 verificou-se o mesmo comportamento dos algo-
ritmos MOEDABCPhe e MOEDABC para a classe de problemas ZDT, onde exceto
para o problema ZDT6 os valores obtidos pelo indicador Spacing para os demais
problemas indicam que ambos algoritmos apresentam uma boa distribuição das so-
luções em relação a fronteira Pareto, além de um grande número de soluções já
que quanto maior o número de soluções menor será o valor obtido por este indica-
dor. Com relação aos problemas da classe UF pode-se verificar na tabela 6.10 que
o algoritmo MOEA/D apresentou melhor desempenho nos problemas UF2 e UF3,
já no problema UF1 todos algoritmos apresentaram resultados com certo nível de
significância iguais. Neste indicador o MOEDABCPhe apresentou melhor desempe-
nho apenas no problema teste UF6, sendo o algoritmo UMDAGCc indiferente nesse
problema.
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6.2 Análise gráfica dos resultados
Nesta seção realiza-se uma análise gráfica dos resultados obtidos por cada algoritmo
utilizado na seção anterior. Cada um desses métodos é executado uma vez para pro-
blemas com 2 objetivos com 100 variáveis de decisão. O número de avaliações das
funções objetivos é de 10000 para os problemas ZDT1, ZDT2, ZDT3 e ZDT4, o res-
tante dos problemas das classes UF utilizaram 20000 avaliações da função objetivo.
Esta diferença do número de avaliações teve como objetivo melhorar a diferenciação
dos resultados obtidos, destacando a velocidade de convergência dos algoritmos e sua
distribuição no espaço objetivo. Cada uma das figuras é associada com outra figura
que mostra a evolução da proporção das subpopulações de abelhas do algoritmo
MOEDABCPhe. Ressalta-se aqui que essas proporções podem variar de acordo com
a população inicial de soluções, o tipo de problema e o número de gerações. Os
resultados obtidos dos problemas DTLZ2, DTLZ4 e DTLZ7 também são mostrados
nesta seção e são considerados aqui com apenas 2 funções objetivos.

Analisando as figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 relativos aos problemas da classe ZDT,
pode-se observar que tanto o MOEDABC quanto MOEDABCPhe apresentaram me-
lhores desempenhos com relação aos demais métodos, sendo que apenas no problema
ZDT6 da figura 6.5 o MOEDABCPhe apresentou maior desempenho obtendo solu-
ções mais próximas a Ptrue. Neste último gráfico pode-se ver que a proporção da
subpopulação de abelhas escoteiras teve grande crescimento.
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Figura 6.1: Problema ZDT1
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Figura 6.2: Problema ZDT2
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Figura 6.3: Problema ZDT3
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Figura 6.4: Problema ZDT4
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Figura 6.5: Problema ZDT6



6.2 Resultados Computacionais 60

Relativo aos problemas da classe DTLZ verificou-se que tanto o MOEDABC
quanto MOEDABCPhe apresentaram resultados bem parecidos obtendo soluções
mais próximas a Ptrue e mais espalhas que os demais métodos. Os resultados obtidos
também pelo UMDAGCc sugerem que os métodos utilizados pelas abelhas observado-
ras e campistas realmente levam a uma melhora do MOEDABC e do MOEDABCPhe
na resolução desses problemas.
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Figura 6.6: Problema DTLZ2
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Figura 6.7: Problema DTLZ4
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Figura 6.8: Problema DTLZ7
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Por fim, analisando os resultados obtidos nos problemas da classe UF pode-
se observar que apesar do número menor de soluções os resultados obtidos pelo
MOEDABCPhe domina boa parte das outras soluções obtidas pelos demais méto-
dos com relação ao problema UF1 na figura 6.9. Notou-se também mudanças na
proporção de cada tipo de abelha da colônia havendo um acréscimo do número de
escoteiras e uma diminuição das demais.
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Figura 6.9: Problema UF1
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Com relação ao problema UF2 da figura 6.10 observou-se uma maior concentra-
ção das soluções obtidas pelo MOEDABCPhe. Ressalta-se também um aumento da
proporção de abelhas observadoras e uma diminuição das demais.
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Figura 6.10: Problema UF2

Na figura 6.11 observou-se um maior número de soluções do MOEDABCPhe po-
rém algumas destas são dominadas principalmente pelo UMDAGCc na região onde
F1 é maior que 0.5. Já na figura 6.12 as soluções estão muito aglomeradas, porém
nota-se que o MOEDABCPhe apresentou melhor desempenho em relação ao MO-
EDABC e ao UMDAGCc , observou-se também um grande aumento do número de
escoteiras.



6.2 Resultados Computacionais 64

0.0 0.5 1.0 1.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

F1

F
2

GDE3
NSGA−II
MOEDABC
MOEDABC Phe
MOEA/D
UMDA

(a) Soluções obtidas por cada algoritmo

0 50 100 150 200
0

.0
0

.2
0

.4
0

.6
0

.8
1

.0

Gerações

S
u

b
p

o
p

u
la

ç
õ

e
s
 d

e
 a

b
e

lh
a

s
 %

Campistas
Observadoras
Nutrizes
Escoteiras

(b) Variação da proporção de cada abelha

Figura 6.11: Problema UF3
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Figura 6.12: Problema UF4
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Finalmente, na figura 6.13 notou-se que o MOEDABCPhe obteve um menor
número de soluções, porém essas dominam a maioria das outras soluções. Neste
gráfico também verificou-se que o UMDAGCc obteve bons resultados. Com relação
as subpopulações de abelhas do MOEDABCPhe notou-se uma maior predominância
de abelhas observadoras e escoteiras nas últimas gerações.
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Figura 6.13: Problema UF6

6.3 Considerações Finais
Neste capítulo foram analisados os resultados obtidos pelos algoritmos GDE3, NSGA-
II, e MOEA/D, presentes no framework MOEA, além dos algoritmos MOEDABC,
MOEDABCPhe e UMDAGCc desenvolvidos neste trabalho. Nestas análises foram
utilizados os indicadores Additive Epsilon Indicator, Hypervolume, Inverted Gene-
rational Distance, Maximum Pareto Front Error e Spacing. Como pode-se notar o
algoritmo MOEDABCPhe apresentou bom desempenho, além disso pode-se obser-
var também que a utilização do feromônio no controle da proporção de cada tipo
de abelha proporcionou ao MOEDABCPhe uma vantagem em relação aos demais,
permitindo esse ajustar a utilização dos métodos utilizados por cada tipo de abelha
conforme a natureza do problema e as soluções até então encontradas pelo algoritmo.



Capítulo 7

Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho um novo algoritmo híbrido denominado Multiobjective Estimation
of Distribution Algorithm based on Bee Colonies and Clusters (MOEDABCPhe) é
proposto. De fato, este incorpora métodos baseados em uma colônia de abelhas
artificial com um feromônio para o controle das populações, algoritmos de estima-
ção de distribuição (EDAs), representados aqui por cada tipo de abelha da colônia
(abelhas campistas, observadoras, nutrizes e escoteiras), e a clusterização do es-
paço objetivo. Para gerar as novas soluções o MOEDABCPhe se baseia nas funções
distribuições de probabilidade Gaussianas por meio dos algoritmos UMDAGc e RE-
CEDA, e também do operador de mutação de Cauchy para melhorar a diversidade
de soluções. Por combinar EDAs, a clusterização do espaço objetivo, os métodos
Nondominated Sorting e Crowding-distance assignment do NSGA-II foi possível ex-
trair maiores informações sobre os problemas de otimização abordados, permitindo
assim uma maior eficiência na solução de problemas com variáveis de decisão de larga
escala. Com relação aos problemas testes verificou-se a partir de 5 indicadores de
desempenho que comparados aos algoritmos do estado da arte GDE3, MOEA/D e
NSGA-II as estratégias incorporadas no MOEDABCPhe permitiram obter resultados
bem competitivos, indicando este algoritmo como uma ferramenta útil na resolução
dos problemas considerados.

Cabe ressaltar também que a adoção de algoritmos híbridos bio-inspirados em
colônias artificiais de abelhas permitiu adotar certos tipos de estratégias as quais
podem ser utilizadas em outros algoritmos de forma a permitir a esses maior fle-
xibilidade na resolução de problemas complexos. Essa maior flexibilidade pôde ser
observada comparando aos algoritmos MOEDABC e UMDAGCc , os quais foram de-
senvolvidos a partir de alguns métodos utilizados pelo MOEDABCPhe. Neste caso
pode-se verificar que a utilização de uma abordagem baseada na diferenciação de
funções de cada abelha de uma colônia artificial juntamente com um feromônio
permitiu alcançar melhores resultados em muitos dos problemas abordados.
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7.1 Trabalhos Futuros
Nesta seção sugerimos para trabalhos futuros a utilização de métodos mais rápidos
para o cálculo da média, dos desvios padrões, da matriz de covariância e demais mé-
todos usados pelos EDAs na extração de informações das populações, visto que estes
cálculos exigem grande esforço computacional. Além disso propomos a adoção dos
EDAs em sistemas distribuídos os quais podem se beneficiar das informações obtidas
das populações de soluções produzidas por outros EDAs de forma que a partir da
troca de informações estatísticas destas populações seja possível a resolução de pro-
blemas de larga escala em menor tempo. Propomos também um estudo dos efeitos
de um maior número de populações de soluções no MOEDABCPhe, de um método
dinâmico para definição do número de clusters e a comparação do MOEDABCPhe
com o algoritmo MO-CMA-ES (Igel et al., 2007) o qual utiliza uma estratégia evo-
lutiva de adaptação da matriz de covariância.



Apêndice A

Publicações

Nesta seção apresenta-se o artigo que foi produzido a partir deste trabalho e publi-
cado em congresso:

1. Título: A Multi-Objective Estimation of Distribution Algorithm Based on
Artificial Bee Colony

Autores: Fabiano T. Novais, Lucas S. Batista, Agnaldo J. Rocha e Frederico
G. Guimarães

Evento: 1st BRICS Countries Congress (BRICS-CCI) and 11th Brazilian Con-
gress (CBIC) on Computational Intelligence.

Data: 08 a 11 de setembro de 2013

Local: Porto de Galinhas, Recife, Brasil
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