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/ Mestrado Profissional
em Educagao Matematica _

Iniciando a Conversa...

Caro(a) Professor(a),

Sou professora de Matematica da Educacao Basica desde 2010, iniciei
a minha carreira docente ministrando aulas de Matemética em turmas do 6°
ano do Ensino Fundamental. Desde ent&o, atuei em todas as turmas dos Anos
Finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio, atuei como formadora na area
de Matematica do Pacto Nacional pela Alfabetizacdo na ldade Certa (PNAIC)
no periodo de 2014 a 2017. Atualmente, trabalho no Ensino Fundamental e
Médio nas redes publica estadual e municipal do estado de Minas Gerais.

O presente trabalho é um recorte de uma dissertacdo de Mestrado do
programa de Poés-Graduacdo em Educacdo Matematica da Universidade
Federal de Ouro Preto — UFOP, intitulada "Analise de estratégias de resolucéo,
mobilizadas por alunos do 9° ano, frente a atividades envolvendo raciocinio
combinatorio”, realizada entre os anos de 2019 a 2021, sob a orientacdo do
Prof. Dr. Douglas da Silva Tinti.

Este Produto Educacional é voltado para vocé, professor (a) de
Matematica, que trabalha ou que ira trabalhar com os quatro tipos de

problemas da Combinatéria (Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacéo,
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Combinacdo). O objetivo aqui € compartilhar estratégias de resolucéo
registradas por alunos do 9° aluno do Ensino Fundamental, tendo como base
estudos e discussdes teoricas e metodoldgicas acerca da tematica. Além de
explicar os tipos de problemas combinatdrios, vocé, professor(a), terd acesso
as estratégias de resolucdo de alunos, no qual vocé, professor(a) terd a
oportunidade de identifica-las e analisa-las para propor situacdes/problema
relativas ao Campo das Estruturas Multiplicativas, em especial a combinatéria

dependendo do nivel de ensino que os alunos estejam cursando.

Nesse sentido, entendendo as provocacdes que € a sala de aula e as
dificuldades em produzir um material didatico que seja atrativo e a0 mesmo
tempo capaz de proporcionar momentos de aprendizagem € um desafio para
nds professores desenvolvermos materiais no intuito de colaborar com o
trabalho dos colegas e de mO0s mesmos. Assim, durante a realizacdo da
pesquisa, a investigacdo culminou na aplicacdo de uma sequéncia de
atividades envolvendo raciocinio combinatério e que pode servir de base para

o desenvolvimento de trabalhos futuros.

Agradeco a todos que de uma forma direta ou indireta contribuiram para
a realizacdo deste trabalho. Desejando que esse Produto Educacional
desperte em vocés professoras e professores de Matematica o
desenvolvimento de acdes no sentido promover praticas inovadoras em sala
de aula, assim como auxilid-los na elaboracéo de aplicacéo de atividades que

contemplam a combinatéria em contextos escolares e extraescolares.

Um abraco,

Prof2 Fabricia Gomes Moreira
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Principio Fundamental da Contagem e os tipos
de problemas combinatérios

O estudo da Analise Combinatéria comecou no século XVI com o
matematico italiano Niccolo Fontana (1500-1557), também conhecido por
Tartaglia (que significa gago). A este, seguiram-se os franceses Pierre de
Fermat (1601- 1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

Refere-se a uma parte da Mateméatica que estuda os processos de
contagem, no entanto, ndo se esgota no estudo das combinacdes, arranjos e
permutacdes, e sim, um ramo da Matematica que analisa estruturas e relagdes
Matematicas.

Pode-se dizer que a Analise Combinatoria surgiu da necessidade de se
calcular o numero de possibilidades que podem ocorrer em uma certa
experiéncia, sem precisar descrever cada uma dessas possibilidades. Desse
modo, € também o suporte da Teoria das Probabilidades, apoiando-se no
Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo (PM).

Segundo Morgado (1991, p. 2):

Embora a Analise Combinatéria disponha de técnicas gerais
gue permitem atacar certos problemas, é verdade que a
solugdo de um problema combinatério exige sempre
engenhosidade e a compreenséo plena da situacdo descrita
pelo problema. Esse € um dos encantos desta parte da
Matematica, em que problemas faceis de enunciar revelam-se
por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para
sua solucao.
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A procura por técnicas de contagem esta diretamente vinculada a
histéria da Matematica e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato
com essa disciplina. Por exemplo, a primeira técnica Matematica aprendida por
uma crianga é contar, ou seja, enumerar os elementos de um conjunto de forma
a determinar quantos elementos de um conjunto de forma a determinar quantos
sdo os seus elementos. Dessa forma, as operacfes aritméticas sdo também
motivadas (e aprendidas pelas criancas) por meio de sua utilizacdo na
Resolucao de Problemas de contagem (MORGADO, 1991, p. 17).

Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou principio
multiplicativo

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo
€ um principio de contagem muito importante no campo da Analise
Combinatéria e do calculo de Probabilidades. Esse método consiste em
calcular as possibilidades de ocorréncia de um evento, sem a necessidade de
descrever todas as possibilidades. Pois facilita e reduz consideravelmente o
nimero de férmulas necesséarias ao bom entendimento desse tema, nas
classes do Ensino Médio. As primeiras noc¢des de contagem discutidas nesse
tema, podem ser abordadas inclusive nas classes Iniciais do Ensino
Fundamental.

Com base em Santos et al. (2007, p. 39), definimos o Principio
Multiplicativo como:

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se,
para cada uma dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, um
outro evento B pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o
namero de maneiras de ocorrer 0 evento A seguido do evento
B € m - n. Em linguagem de conjuntos, se A € um conjunto

Estratégias de resolucao de atividades envolvendo Raciocinio Combinatério enquanto dispositivo para a Formacao
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com m elementos e B € um conjunto com n elementos, entdo
0 conjunto A X B (lé-se A cartesiano B) dos pares ordenados
(a,b), tais que a pertence a A e b pertence a B, tem
cardinalidade m - n.

Sendo assim, o Principio Fundamental da Contagem, pode ser
considerada uma das estratégias mais importantes para a resolucdo de
situacGes combinatorias e, também a base de formulas utilizadas no estudo da
Analise Combinatéria, pois evidencia o carater multiplicativo dos diferentes

tipos de problemas combinatorios.

Produtos cartesianos

Segundo Borba (2013) sdo duas relacBes basicas presentes em
problemas envolvendo a combinatoria: a escolha de elementos e a ordenagéo
dos elementos. Entao, “o que diferencia os problemas basicos de Combinatdria
— produtos cartesianos, arranjos, permutacdes e combinacdes — sdo as formas
como sao escolhidos e ordenados os seus elementos. Esse € um aspecto que
precisa ficar claro aos alunos ao serem trabalhadas situagdes combinatorias
em sala de aula” (BORBA, 2013, p. 3).

Em relacdo ao produto cartesiano, “os elementos sdo escolhidos a partir
de dois ou mais conjuntos diferentes e a ordem na qual estes elementos séo
enumerados nao constituem possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 3). Ja
os problemas de arranjo, combinagao e permutagao “sao determinados a partir
da escolha de elementos de um conjunto unico” (BORBA, 2013, p. 4), ou se€ja,
0 que 0s caracterizam € a circunstancia do niumero de elementos a serem
escolhidos e/ou do fato da ordenacdo dos elementos constituirem, ou nao,
possibilidades distintas.
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A seguir exemplificamos uma situacdo caracteristica de Produto
Cartesiano, em que temos: A = {1,2} e B = {1,2,3}, resultando em A X B =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}. O produto cartesiano de trés conjuntos é
definido de forma semelhante tomando ternos em lugares de pares. Em geral,

se temos n conjuntos 4,,4,, ... ,A,, 0 produto cartesiano A; X A, X ... X
A,, é definido como conjunto das n-uplas (a;,a,, . ..,a,),onde a; € A4, a, €
Ay ... ,a, E A,

Para entendermos melhor, observemos atentamente duas aplicagfes

referente ao Principio Multiplicativo a seguir.

a) Exemplo 1: “De uma cidade A, saem quatro rodovias para a cidade B e,
de B, partem trés rodovias para a cidade C. De quantas formas é possivel

sair da cidade A e chegar a cidade C, passando pela cidade B”.

Figura 1: Esquema de resolucéo do exemplo 1

cidade A e cidade B -

Fonte: Castrucci & Junior (2018, p. 202).

cidade C

O problema apresentado mobiliza os conhecimentos prévios que 0s
alunos tém a respeito de possibilidades. Ele pode ser resolvido por meio de
esquema como foi sugerido, desenhar as rodovias que partem da cidade A e
chegam a B e, em seguida, desenhar as rodovias que partem de B e chegam
ac.

Estratégias de resolucao de atividades envolvendo Raciocinio Combinatério enquanto dispositivo para a Formacao

de Professores de Matematica



Estratégias de resolucao de atividades envolvendo Raciocinio Combinatério enquanto dispositivo para a Formacao

de Professores de Matematica

-~

F Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

Outro modo de resolver o problema é descrever os elementos dos
conjuntos E; e E,, em que E; corresponde ao conjunto das estradas que ligam
as cidades A e B e E, ao conjunto das estradas que ligam B a C:

E, = {e}, e;, e5,e,} e E,={d, d,, d3}. Usando o Principio
Multiplicativo, temos 12 possibilidades (4 x 3) de sair da cidade A e chegar a
cidade C, passando pela cidade B.

Uma outra situacao que recai em problemas de contagem € a seguinte:

b) Exemplo 2: “uma pessoa almoga em um restaurante que oferece refeicbes
a um preco fixo com direito a uma entrada, um prato principal e uma fruta.
O restaurante oferece 2 op¢des de entrada (sopa ou salada), 3 op¢des de
prato principal (carne, massa ou legumes) e 2 de fruta (pera ou banana).

Quantas refeigbes diferentes essa pessoa pode montar?”

A pessoa deve fazer trés tipos de escolha: E;: sopa ou salada (sp ou sl);
E,: carne, massa ou legumes (c, m ou l); E5: pera ou banana (p ou b).

Vamos enumerar 0s casos possiveis em uma arvore de possibilidades.
Em problemas de contagem mais simples, a arvore de possibilidades, também
chamada diagrama de arvore ou diagrama sequencial, ajuda na visualizacao e

na contagem de todas as possibilidades.
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Figura 2: Esquema de resolugéo do exemplo 2.

salada

‘ carne ‘ | massa ‘ ‘ Iegumes | ‘ carne ‘ ‘ massa ‘ ‘ Iegumes ‘

N/

‘ pera ‘ ‘banana | ‘ pera H banana H pera | ‘ banana‘ ‘ pera Hbanana H pera ‘ | hanana‘ ‘ pera Hbanana ‘

spcpHspcpHspcpHspcp spcpHspcp spcpHsp:pHspcpHspcp‘ spl:pHspl:p|

Fonte: Leonardo (2016, p. 201).

Usando o principio multiplicativo, concluimos que essa pessoa pode
montar 2 x 3 x 2 = 12 maneiras de tomar as trés decisdes, ou seja, 12 refei¢cdes
diferentes.

O diagrama de arvore, apresentado na situacdo de escolha de uma
entrada, um prato principal e uma fruta € um bom recurso para resolucédo dos
primeiros problemas apresentados aos alunos. Esse tipo de recurso fica
inviavel em situacBes que apresentam ndmero maior de possibilidades.

No entanto, os problemas exigem procedimentos coerentes, criatividade
e compreensdo da situacdo proposta. Portanto, € preciso estudar bem o
problema, as condicbes dadas e as possibilidades envolvidas, ou seja, ter
clareza dos dados e da solugdo que se busca para o problema. A seguir
buscamos estabelecer os varios modos de formar agrupamentos e deduzir
férmulas que permitam a contagem dos mesmos, em cada caso particular a
ser estudado. Enfatizando que o Principio Fundamental da Contagem € um

procedimento de célculo que pode ser utilizado na resolucdo dos tipos de
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problemas que envolvam o raciocinio combinatério e também na construcao

das formulas de Analise Combinatoria.
Permutacdes simples

Uma permutacdo de n objetos distintos é qualquer agrupamento
ordenado desses objetos, de modo que, se denominarmos B, 0 numero das

permutacdes simples dos n objetos, entéo:

PB,=n(n—-1)(n-2) ---1=n!

Definimos P, = 0! =1

Para ilustrar, podemos tomar o seguinte exemplo: Quantos s&o 0s
anagramas! da palavra PRATICO?

Observe que, para a primeira letra, temos 7 possiblidades
(P,R,A,T,I,C,0). Depois dessa escolha, ha 6 possibilidades para a colocacéo
da segunda letra, 5 para a terceira letra, 4 para a quarta, 3 para a quinta letra,
2 para a sexta letra e 1 para a sétima letra. Logo, pelo principio multiplicativo,
temos 7 X 6 X 5 X 4 X 3 X 2 x 1 = 5040, ou seja, 5040 anagramas.
Cada um desses anagramas corresponde a uma permutacdo simples das
letras da palavra PRATICO.

De uma permutagdo para outra, 0s elementos sdo sempre 0S mesmos;

eles apenas trocam a posicado. Dai 0 nome permutacdo (permutar significa

! Anagrama de uma palavra é qualquer agrupamento, com ou sem significado, obtido pela transposicdo
de suas letras. Por exemplo, um anagrama da palavra AMOR é ROMA. Matematicamente, consideramos
todas as ordens diferentes em que se podem colocar as letras de uma palavra, ainda que ndo sejam
formadas novas palavras.
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trocar os elementos que formam um todo com a finalidade de obter nova

configuracgéo).

Permutacdes com repeticao

Na permutacdo com repeticdo, como 0 proprio nome indica, as
repeticbes sdo permitidas e podemos estabelecer uma férmula que relacione o
ndmero de elementos, n, e as vezes em que 0 mesmo elemento aparece.

Tomemos o seguinte exemplo: Quantos sdo 0s anagramas da palavra
MATEMATICA?

Esse é um caso que demanda um certo cuidado. A resposta seria
10! = 3628 800 anagramas, caso todas as letras fossem distintas. Como
temos 3 letras A, 2 letras M, 2 letras T, é claro que uma permutac¢ao entre essas
duas letras ndo geraria anagramas novos. Dessa forma, temos que dividir o
total de permutacfes simples (10!) por (3!2!2!). Logo, 0 numero correto de
anagramas é 3628800 : 24 = 151 200 anagramas. Problemas como esse &
0 que denominamos de Permutagbes com elementos repetidos.

O numero de permutacdes de n elementos, dos quais n; € de um tipo,
n, de um segundo tipo, . . ., n, de um k-ésimo tipo, é indicado por P, *"%" "™

e € dado por:

|
niny .., Nk n.
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Em que n,, n,, ns, ..., n, representam a quantidade de repeticdes de

cada um dos elementos repetidos.
Arranjos simples
Vamos considerar a definicdo apresentada por Santos (2007, p. 57):

Arranjo Simples de n elementos tomadosp ap,onden>1e
p € um namero natural tal que p < n, séo todos os grupos de
p elementos distintos, que diferem entre si pela ordem e pela
natureza dos p elementos que compdem cada grupo. Notacdo
p
AP,
Usando o principio multiplicativo, encontramos uma expressao
Matematica que caracterize AL. Temos n elementos dos quais queremos tomar
p. Este € um problema equivalente a termos n objetos com os quais queremos

preencher p lugares.

L, L, Ls L,

O primeiro lugar pode ser preenchido de n maneiras diferentes. Tendo
preenchido L,, restam (n — 1) objetos e, portanto, o segundo lugar pode ser
preenchido de (n — 1) maneiras diferentes. Apdés o preenchimento de L,, ha
(n —2) maneiras de se preencher L; e, assim sucessivamente, vamos
preenchendo as posi¢des de forma que L, tera [n — (p —1)] maneiras
diferentes de ser preenchido. Pelo principio multiplicativo, podemos dizer que
as p posicoes podem ser preenchidas sucessivamente de nn —

H(n —2)---[n — (p — 1)] maneiras diferentes.
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[n(n-D(n-2)--(n-(@-D)|](n-p)n-p-1)---2-1]
(m-p)n-p-1)---2-1

Portanto, AL =

Podendo ser simplificada para

P _ n!
An = (n-p)

Com vistas a ilustrar o exposto, tomemos por base o seguinte exemplo:
Considerando os digitos 1,2,3,4,5, quantos numeros de 2 algarismos

diferentes podem ser formados?

2_5'_ —
Ag=3,=5-4=20

Podemos verificar que um arranjo simples €, de certa forma, similar a
uma permutacéo simples, sendo que em cada grupamento formado usamos
apenas p elementos, dos n distintos disponiveis. Também, arranjo simples é

conhecido como arranjo sem repeticao

Arranjos com repeticéo

Seja X um conjunto com n elementos, isto é, X = {ay, a,, ... a,}.
Chamamos arranjo com repeticao dos n elementos, tomados p a p, toda p-upla
ordenada (sequéncia de tamanho de p) formada com elementos de X nao
necessariamente distintos. Para a deducéo da formula do numero de arranjos
com repeticdo, seja, X = {ay, a, ... a,} e indiqguemos por (AR), , O

ndamero de arranjos com repeticdo de n elementos tomados p a p.
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Cada arranjo com repeticdo € uma sequéncia de n elementos, em que
cada elemento pertence a X.

(=== =)

P elementos

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o numero de arranjos

(AR),, , seré:

(AR)y, p= (n'n-...-n)=nP

D vezes

Observemos que, se p =1, (AR), 1 =n e a formula acima continua
validav p e N*.

A seguir, apresentamos um exemplo: Uma urna contém uma bola
vermelha (V), uma branca (B) e uma azul (A). Uma bola é extraida, observada
sua cor e resposta ha urna. Em seguida outra bola é extraida e observada sua
cor. Quantas sao as possiveis sequéncias de cores observadas?

Assim, temos: Cada sequéncia é um par ordenado de cores (x,y) em
que x,y € X = {V,B,A}. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o

namero de pares €

(AR)3, 2 = 32 = 0.
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Combinagdes simples
De acordo com Santos (2007, p. 62), podemos definir:

Combinagéo simples de n elementos tomados p a p, onde
n >1 e p é um nimero natural tal que p < n, sao todas as
escolhas ndo ordenadas de p desses n elementos. Notacgéo:

ch = (;‘) (Ié-se combinagdo de n p ap). Sep>n, pen
inteiros, define-se C? = 0.
Pra ilustrar, vamos considerar um exemplo proposto por Morgado (1991,
p. 31): “de quantos modos podemos escolher p objetos distintos entre n objetos
distintos dados? Ou, 0 que € 0 mesmo, quantos sdo 0s subconjuntos com p
elementos do conjunto {a,, a,, . . ., a,}?’
Cada subconjunto com p elementos € chamado de uma combinacéo
simples de classe p dos n objetos a4, a,, . . ., a,. Assim, por exemplo, as

combinagdes simples de classe 3 dos objetos a4, a,, as, a,, as sédo

{a,, ay, a3} {a,, a5, a4} {a,,a;,as} {ai, a3 a4} {a,, a3, a5}

{a,, a,, as} {ay, a3, a4} {a,, a3, a5} {a,, a4, a5} {as, a4, as}

O numero de combinacdes simples de classes p de n objetos é
representado por CF. Assim, C3 = 10.

Analisemos esta resposta: a escolha do 1° elemento da combinacéo
pode ser feita de 5 modos; a do 2° de 4 modos e a do 3° de 3 modos. A
resposta parece ser 5 x 4 x 3 = 60. Entretanto, se pensarmos numa
combinacao, por exemplo {a,,a,,a;}, verificamos que as combinactes

{a, ay, a3}, {as,a3,a,}, {a,, a;, as}, etc... séo idénticas e foram contadas e foram
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contadas como se fossem diferentes. Com efeito, se dissemos que ha 5 modos
de escolher o0 1° elemento da combinacgéo é porque estamos considerando as
escolhas a, e a, como diferentes e, portanto, estamos contando {a,, a,, as}
como diferente de {a,,a;,a;}. Em suma, na resposta 60 estamos contando
cada combinagcdo uma vez para cada ordem de escrever seus elementos.
Como em cada combinacéo os elementos podem ser escritos em P; = 3! =6
ordens, cada combinagédo foi contada 6 vezes. Logo a resposta € 60/6 = 10.

No caso geral temos

_nn-1)...(n—p+1) 0<p<n e ch =1.

Cp
p!

n

Uma expressao alternativa pode ser obtida multiplicando o numerador e

o denominador por (n — 1)!. Obtemos

p__ < p<
C, T 0< p<n.

Vamos considerar o seguinte exemplo: quantas saladas contendo
exatamente 4 frutas podemos formar se dispomos de 10 frutas diferentes?
Dessa maneira, para formar uma salada basta escolher 4 das 10 frutas,

0 que pode ser feito de:

100 10-9-8-7

oAl a0 = 210 modos

4 _
ClO_
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Combinacdes com repeticéo

Vamos pensar na seguinte situacdo: um menino esta em um parque de
diversdes, onde ha 4 tipos de brinquedos; chapéu mexicano, trem fantasma,
montanha russa e roda gigante. O menino resolve comprar 2 bilhetes. Qual é
0 numero total de possibilidades de compra dos bilhetes, sabendo-se que ele
pode comprar 2 bilhetes iguais para ir num mesmo brinquedo? Esta é uma
situacdo que pode ser matematicamente representada por uma combinagao
completa. Note que o numero de possibilidades possiveis aumenta
consideravelmente.

Dados n elementos distintos, chamamos combinacdes completas, de
ordem ou classe p dos n elementos, 0s agrupamentos sem repeticdo ou com
repeticdo, formados com p dos elementos dados, de maneira que um
agrupamento difere do outro pela natureza de seus elementos (MORGADO,
1991, p. 48).

Em geral, C? é o nimero de modos de escolher p objetos distintos entre
n objetos distintos dados, e CRE é o nimero de modos de escolher p objetos,
distintos ou néo, entre n objetos distintos dados. Por exemplo, se temos um

conjunto {a,, a,, az, a,} com 4 elementos e queremos escolher 3 elementos.

Neste caso, sabemos que C; = :—i = 4 maneiras de escolher 3 objetos distintos

dos 4 elementos dados. A escolha é a seguinte:

aq,az,az aq,a;,0, 0aAy,03,0,4 e aq, dsz, g

Mas no caso de combinacdes completas, a escolha nao €

necessariamente por elementos distintos, ou seja, podemos escolher
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{a, a1, a4} {a1, a1, a5} {a, a1, a3} {ay, a5, a4} {ay, a4, a3}
{ay, az, a5} {az, a3, 0.} {ay, az, a3} {ay,a;, a4} {ay, a3, a4}
{ay, az, a3} {as, a3, a3} {as, a3 a,} {as, a3, a5} {as, a3, a4}
{as, a1, a4} {as, as, a4} {as, a4, a4} {as, a4, a} {ay, a3, a4}

Neste caso temos C; = 20.

A férmula para o célculo de combinagdes completas é dada por:

P = pnL D :(n —1+p)!
noonEP o pl(n—1)!

Para ilustrar, podemos pensar na seguinte situacéo: de quantos modos
podemos comprar 4 salgadinhos em uma lanchonete que oferece 7 op¢des de
escolha de salgadinhos?

Assim, temos que escolher os quatro tipos de salgadinhos, entre as 7 opgdes

disponiveis (distintos ou n&o). Isto sera igual a:

— 6.4_1 —
C; =Py —m—Zl modos

E importante salientar que apresentamos nesse topico as formulas que
podem ser utilizadas para resolver trés principais tipos de problemas de Analise
Combinatéria (arranjo, combinag¢do e permuta¢do), no sentido de evidenciar
essa discussdo no ambito do Ensino de Matematica. Contudo, ressaltamos que
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a intensédo pedagodgica nao deve estar centrada em um movimento de defesa
de que o aluno memorize todas as férmulas de Andlise Combinatéria, mas
numa perspectiva de possibilitar que ele compreenda cada conceito envolvido
e saiba o “por que” da aplicacado da férmula para cada tipo de problema, pois
sabemos que muitos problemas nao serdo resolvidos sem o uso de formulas.

Normalmente, os problemas de Analise Combinatéria podem ser
resolvidos através de algoritmos da adi¢do, da multiplicacdo e da divisdo. E
importante ressaltar que o Principio Fundamental da Contagem (PFC) € um
procedimento de célculo muito usado nas diversas situacBes/problema do
Campo Multiplicativo, contemplando os problemas combinatorios, o que facilita
muito nas resolucdes e é utilizado em todas as formulas de Combinatéria. As
definicbes e férmulas de arranjo, permutagcdo e combinacdo podem ser
apresentadas e deduzidas entre as questbes propostas e até podem ser
usadas para resolver outras questdes mais rapidamente; no entanto, a
memorizagcdo dessas formulas, além de em nenhum momento conseguir
substituir o raciocinio, prejudica a aprendizagem quando, de tdo destacadas,
deixam de ser parte e sado confundidas com o todo.

No entanto, podemos observar dois tipos de conjuntos de elementos
interligados, agueles em que a ordem dos elementos é importante; e aqueles
em que a ordem ndo é importante. Os conjuntos de elementos interligados em
gue a ordem dos elementos é importante sdo chamados arranjos ou
permutacdes. E, quando a ordem dos elementos ndo é importante temos, uma
combinacdo. A seguir apresentamos um quadro com formulas onde é

evidenciando tais caracteristicas.
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Formulas para resolver os tipos de problemas combinatério (Produto
Cartesiano, Arranjo, Permutacao, Combinacéo)

Nesse sentido apresentamos o Quadro 1, no qual contempla cada um

desses tipos de problemas combinatorios com seus respectivos exemplos e

féormulas.

Quadro 1: Resumo das férmulas os tipos de problemas combinatérios.

= 210 maneiras

Produto Cartesiano | Formula
Exemplo: Uma sorveteria dispbe de 16 sabores de sorvete que
podem ser combinados com 3 caldas diferentes (morango,
chocolate e caramelo). De quantas maneiras € possivel combinar | _PC=nxp |
uma bola de sorvete e uma calda?
Resposta:
PC =16 x 3 =48 maneiras
A ORDEM DOS ELEMENTOS E IMPORTANTE
| Simples | Formula Com repeticdo | Formula
Exemplo: De | O numero de | Exemplo: De | O namero de
guantas maneiras | permutacdes quantas maneiras | permutagbes de n
10 mogas e 10 | simples de n | podemos distribuir | elementos, dos quais n,
rapazes podem | elementos. 7 doces entre 3 | é de um tipo, n, de um
o | formar pares para criancas, sendo | segundo tipo, . . ., n, de
5 | uma danca? P, =n! que a mais nova | um k-ésimo tipo.
& recebe 3 doces e
S | Resposta: cada uma das pruttz. oM _
% Py = 10! outras recebe 2? "
o n!
Resposta: WIS A
71 1 2 k-
P3,2,2 —
4 312121
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Exemplo: O numero de | Exemplo: Quantas | O nimero de arranjos
Quantos arranjos simples | sdo as siglas de | com repeticdo de n
anagramas de 2 | de n elementos | trés letras, | elementos tomados p a
3 | letras  diferentes | tomados p a p é | escolhidas a partir | p é dado por:
'g podemos formar | dado por: das letras: A, B, C,
= | com um alfabeto D, E, F? ‘ (AR)y, , = 1P ‘
< | de 23 letras? » nl Resposta:
Resposta: nT (n - p)! (AR)g 3 =6 =
P = 216 siglas
23721
= 506 anagramas
A ORDEM DOS ELEMENTOS NAO E IMPORTANTE
| Simples | Férmula Com repeticdo Férmula |
Exemplo: O numero de | Exemplo: De | O numero de
Quantos grupos | combinagdes de n | quantos modos | combinacdes com
@ de 3 pessoas | elementos, podemos comprar | repeticao de n
g | podem ser | tomados p a p, é | 5 refrigerantes em | elementos, tomados p a
® | selecionados de | dado por: um supermercado | p, é dado por:
'S | um conjunto de 8 que vende 3 tipos
g pessoas? P = n! de refrigerantes? cP = p#_—li; 5
@) " pl(n—p)! (n —1+p)!
Resposta: Resposta:
8! 71 p!(n—1)!
C§’=—= C§’=P75’2=—
5!-3! 512!
= 56 grupos = 21 modos

Fonte: elaborado pelos autores (2020).

Borba (2013) defende o ensino de Analise Combinatéria desde as séries

iniciais do Ensino Fundamental, num processo de aprofundamento continuo

criando possibilidades aos alunos para que no ensino médio estes tenham

melhor compreenséo das formulas da Analise Combinatodria. Segundo a autora

desde os primeiros anos de escolarizacdo devem ser trabalhadas situacdes
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explicitas de Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacdo e Combinacgao, sendo
que atualmente o Unico tipo de problema combinatério apresentado
explicitamente em propostas curriculares e em livros didaticos no inicio do

Ensino Bésico, é o Produto Cartesiano.
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O ensino da Combinatoria nos anos finais do
Ensino Fundamental

Desde os primeiros anos de escolarizacdo da crianca em relacdo as
primeiras aprendizagens matematicas, constitui-se na contagem dos
elementos de diferentes conjuntos no sentido de enumera-los para a
verificacdo de quantidades. Considerada com a arte de contar, a Combinatoria
integra um tipo de contagem, exigindo a superacdao do pensamento de
enumeracdo de elementos isolados para a compreensdao da contagem de
elementos de distintos conjuntos, através do principio multiplicativo.

A Combinatéria demanda um trabalho que envolve o raciocinio
combinatorio fazendo conjecturas, manipulacéo de variaveis, enumeracao de
possibilidades, escolhas de estratégias adequadas para a resolucdes das
situagOes propostas.

E nessa perspectiva, Borba (2013) defende que, no ensino, conceitos
estreitamente relacionados podem ser abordados conjuntamente, uma vez que
situacbes que dao significado a estes conceitos estdo intrinsicamente
imbricadas, e se pode trabalhar progressivamente aspectos mais complexos
dos conteudos focados.

No entendimento de Borba (2013), sobre os tipos de problemas
combinatérios, a autora reconhece:

[...] que diferentes situagbes que d&o significado a
Combinatéria — tais como os problemas de produto cartesiano,
de arranjo, de combinacéo e de permutacéo — sdo intimamente
associadas por relacbes Combinatdrias basicas, mas também
possuem relagBes proprias que devem ser tratadas por meio
de representacbes simbdlicas que permitem o adequado
levantamento de possibilidades. (p. 2)
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Assim, séo varios os desafios e dificuldades inerentes ao processo de

ensino e aprendizagem de alguns contetudos da Matematica, enfrentados por

parte dos alunos, quanto dos professores, como por exemplo, 0s conceitos da

Combinatoéria.

O diagrama representado na Figura 3 ilustra uma das ideias de Borba

(2010, 2013) referente a Combinatéria, ela considera quatro tipos de problemas

como caracteristicos do pensamento combinatério: o Produto Cartesiano, a

Permutacéo, o Arranjo e a Combinacéo.

Figura 3: Esquema referente aos tipos de problemas Combinatérios.

@ Produto Cartesiano
(o

s elementos sio escolhidos
a pattir de dois ou mais
conjuntos diferentes e a
ordem na qual estes
elementos sio enumerados
nio constituem

possibilidades distintas.

Todos os elementos do
conjunto s3o escolthidos, assim
todos os elementos s3o utilizados
em cada uma das possibilidades.
Logo, a ordem dos elementos gera

Arranjo

Os elementos sio escolhidos a partir
de um conjunto Bnico, mas nem
todos os elementos constituem as
possibilidades a serem enumeradas.
Assim._ a ordem dos elementos gera
novas possibilidades.

Sdo escolhidos alguns
elementos de um
conjunto Bnico.

A ordem dos
elementos ndo gera
novas possibilidades.

) Combinagsao

@novas possibilidades.
Permutagiao

Fonte: elaborado pelos autores a partir das ideias de Borba (2013).
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Com base em Borba (2013), apresentamos neste diagrama o0s
problemas que envolvem raciocinio combinatério trabalhados no Ensino
Fundamental e Médio: Produto Cartesiano, Permutacdo, Arranjo e
Combinacdo, os quais estdo intimamente associados por relagdes
Combinatérias basicas, mas também possuem relacdes préprias que devem
ser tratadas por meio de representacdes simbdlicas que permitem o adequado
levantamento de possibilidades. A pesquisadora defende que é necessério
estimular o desenvolvimento do raciocinio combinatério bem antes do Ensino
Médio. Isto, porque demanda um longo tempo para se apropriar de tal
conhecimento, dado que sao varias as possibilidades de situacdes
Combinatérias a serem tratadas, as quais apresentam varios niveis de
complexidade.

Os materiais curriculares brasileiros para o Ensino Fundamental
(BRASIL, 1998; BRASIL, 2017 e BRASIL, 2018) trazem orientacOes relativas
ao ensino da Combinatoria nos anos finais do Ensino Fundamental.

Nos 3° e 4° Ciclos, relativamente aos problemas de contagem, o
objetivo é levar o aluno a lidar com situa¢des que envolvam diferentes tipos de
agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio combinatoério
e a compreensdo do principio multiplicativo para sua aplicacdo no calculo de
probabilidades. (PCN, 1998, p. 52). Enquanto a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e o Curriculo Referéncia de Minas Gerais (CRMG)
prescrevem para o0s estudantes do Ensino Fundamental a resolucdo e
elaboracdo de problemas de contagem cuja resolucéo envolva a aplicacao do
principio multiplicativo (BNCC, 2017; CRMG, 2018).

Os documentos curriculares (BRASIL, 1997, 1998, 2006, 2017, 2018),

orientam na direcdo de que o0s processos de ensino e de aprendizagem da
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Combinatéria podem ser iniciados a partir dos anos iniciais do Ensino
Fundamental.

E importante ressaltar que a BNCC de Matematica do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2017), apresenta as habilidades estruturadas segundo
unidades de conhecimento da propria area (Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica). Sendo que a Combinatéria
€ pouco abordada na unidade de conhecimento Probabilidade e Estatistica. Em
relacdo a Probabilidade, “os estudantes do Ensino Fundamental tém a
possibilidade, desde os anos iniciais, de construir 0 espaco amostral de
eventos equiprovaveis, utilizando a arvore de possibilidades, o principio
multiplicativo ou simulagdes, para estimar a probabilidade de sucesso de um
dos eventos” (BNCC, 2017, p. 518).

Para os anos inicias e finais do Ensino Fundamental indica-se a
necessidade de o professor propiciar diferentes situacées de aprendizagem
gue possibilitem a exploracdo de diversos conceitos e procedimentos em
relacdo aos problemas de contagem e o principio multiplicativo da contagem
da unidade tematica Numeros e sao aplicados a partir do desenvolvimento de
um conjunto de habilidades, por meio de estratégias variadas, como a
construcdo de diagramas, esquemas e tabelas, etc. Como exemplo, temos
(BNCC, 2017, p. 295): “Se cada objeto de uma colegéo A for combinado com
todos os elementos de uma colecdo B, quantos agrupamentos desse tipo
podem ser formados?”

Com base nos PCN, relacionado aos 3° e 4° Ciclos? do Ensino
Fundamental, as orientac6es didaticas referente ao eixo nimeros e operacoes,

também apresenta situacfes associadas a ideia da Combinatéria. Por

2 3° Ciclo (faz referéncia a 5% e 62 série); 4° Ciclo (faz referéncia a 72 e 82 série).
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exemplo: Lancei dois dados: um vermelho e um azul. Quantos resultados
diferentes sdo possiveis de encontrar?

Embora os problemas relacionados & Combinatdria fazem parte do
Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas, estes ndo sao problemas
multiplicativos comuns, sdo mais complexos e, de um modo geral, ndo se
resolvem por meio do algoritmo da multiplicacdo direta. E notavel que a
Combinatéria € um assunto formalizado no Ensino Médio, momento em que
sao tratados com uma excessiva e desnecessaria quantidade de férmulas, por
isso € muito importante um trabalho no Ensino Fundamental que contemple os
problemas combinatérios do tipo: Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacéo e
Combinacao, por meio da aplicacdo do Principio Fundamental da Contagem.

A seguir sdo apresentados trés Momentos de formacdo para
professores e professoras de matematica no sentir de contribuir para uma
pratica reflexiva dentro da sala de aula ao se propor um trabalho com os tipos
de problemas Combinatorios.

O 1° Momento de formacdo tem por finalilidade propor discussdes
relacionadas ao Ensino de Combinatdria, onde o(a) professor(a) de matemética
tera a oportunidade de estudar os tipos de problemas de Combinatéria de
discutir as principais caracteristicas relacionadas a cada tipo de situacao.
Enquanto, o 2° Momento esta relacionado as discussfes acerca do Ensino de
Combinatéria, apresentamos alguns registros de estratégias de resolugcdes
mobilizadas por alunos do 9° ano do ensino fundamental de uma escola publica
municipal de cidade de Itabirito/MG, com o intuito de conduzir, os professores
a um processo reflexivo com relagéo ao ensino de Combinatéria na Educacao
Bésica. E por fim, o 3° Momento, no qual se propde uma integracdo com 0s
dois momentos anteriores, em que o(a) professor(a) reflita sobre problemas

gue envolvem o raciocicinio Combinatério objetivando a classificagcdo dos
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mesmos, destacando suas principais caracteristicas e os invariantes conforme
as discussOes apresentadas no 1° Momento e na sequéncia com base no 2°
Momento, fardo um levantamento de possiveis estratégias que podem ser

mobilizadas pelos alunos ao resolverem problemas Combinatérios.
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Pensando nas caracteristicas dos problemas de
Combinatoria (Produto Cartesiano, Arranjo,
Permutacao, Combinacao)

Com a finalilidade de propor discussdes relacionadas ao Ensino de
Combinatoria, propomos 0 1° Momento, em que consiste na oportunidade de
proporcionar o(a) professor(a) de matematica estudar os tipos de problemas
de Combinatoéria e discutir as principais caracteristicas pertinentes a cada tipo
de situacéao.

Segundo Borba (2013) sdo duas relacBes basicas presentes em
problemas envolvendo a combinatoria: a escolha de elementos e a ordenagéo
dos elementos. Entdo, "o que diferencia os problemas basicos de Combinatéria
— produtos cartesianos, arranjos, permutacdes e combinacdes — sdo as formas
como sao escolhidos e ordenados os seus elementos. Esse € um aspecto que
precisa ficar claro aos alunos ao serem trabalhadas situagdes combinatorias
em sala de aula” (BORBA, 2013, p. 3).

No que diz respeito ao produto cartesiano, "os elementos sdo escolhidos
a partir de dois ou mais conjuntos diferentes e a ordem na qual estes elementos
séo enumerados nao constituem possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 3).
J& os problemas de arranjo, combinacéo e permutagédo "sdo determinados a
partir da escolha de elementos de um conjunto Unico" (BORBA, 2013, p. 4), ou
seja, 0 que os caracterizam € a circunstancia do niamero de elementos a serem
escolhidos e/ou do fato da ordenacédo dos elementos constituirem, ou néo,

possibilidades distintas.
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Ainda, evidenciamos um conceito muito importante para os professores
e alunos, no qual precisa estar bem claro para compreensdo de
situagBes/problemas da Combinatéria, que é o conceito de invariantes
(relacBes e propriedades que se mantém constantes). O conceito de invariante

€ compreendido tal como definido por Vergnaud (1986), ou seja:

consiste em uma propriedade ou uma relacdo que €
conservada sobre um certo conjunto de transformacgéo. Por
exemplo, em geometria, a rotacdo e a simetria conservam
certas propriedades das figuras, a homotetia ndo conserva as
mesmas propriedades bem como a projecdo. Ou seja, sdo
propriedades que se relacionam com um determinado
conceito, nas quais essas propriedades ndo sofrem alteracdes
(VERGNAUD, 1986, p. 81).

Desse modo, os invariantes sédo propriedades fundamentais para que
se compreendam as ldgicas subjacentes em cada significado da Combinat6ria,
isto significa, os tipos de problema combinatério. Independentemente da
representacdo simbdlica adotada, as propriedades permanecem inalteradas.
Nesse sentido, Pessoa e Silva (2012) nos indica que os problemas podem ser
resolvidos por meio de diferentes formas de representacao (representagcdes
simbdlicas): desenhos, listagens, arvores de possibilidades, tabelas, formulas,
dentre outras.

Vejamos alguns exemplos de problemas que envolvem o raciocinio

combinatorio e suas carateristicas.
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Combinacéo: Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem

trés estradas ligando A a B e dois caminhos ligando B a C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?

b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e

voltar para A novamente, passando por B?

c) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e

depois voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?
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No problema acima temos que: para ir da
cidade A até C passando por B, uma
pessoa pode escolher dentre trés
caminhos (X, y, z) ligando A até B e dois
outros caminhos (m, n) ligando B a C.
Desse modo, sao duas etapas de escolha
neste caso: a escolha de A até B e a
escolha de B até C. Estas escolhas séo
realizadas a partir de conjuntos diferentes
(neste caso, o de cidades e o de
caminhos), sdo combinac¢des que formam
um terceiro conjunto e a ordenacédo dos
elementos ndo formam possibilidades

distintas.

Anotacoes:

L~

/ Mestrado Profissional

em Educacgao Matematica

Invariantes:

A ordem dos elementos
nao gera
possibilidades;
Dado dois
conjuntos diferentes, os
mMesmos SErdo
combinados para formar
um novo conjunto;

A natureza dos conjuntos
¢ distinta do
conjunto.

1novas

(ou mais)

novo
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Arranjo: Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sdo os

possiveis trios para as trés primeiras colocacfes nesta corrida?

O que caracteriza o problema de
Arranjo em destaque € que de um
grupo maior, assim denominamos
(cinco cavalos: A, B, C, D, E), alguns
subgrupos séo organizados e a
ordem de escolha destes elementos
em arranjos gera possibilidades
distintas, sendo importante na
disposicdo das possibilidades, ou
seja, a organizagcao em “cavalo A,
cavalo B, cavalo C” é diferente da

“cavalo A, cavalo C, cavalo B”.

Anotagoes:

Invariantes:

Ordenagdo de elementos de
um mesmo conjunto gera
novas possibilidades;

Tendo n elementos, poderdo
ser formados agrupamentos
ordenados de 1 elemento, 2
elementos, 3 elementos.... p
elementos, com 0 <p <n, p
€ n naturais.
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Permutacdo: Quantos numeros, de 3 algarismos distintos, podemos formar

Para o problema acima, todos os elementos sao
usados em diferentes ordens para formar as
permutacdes, com base no problema exposto,
podemos usa-lo como exemplo: dado um conjunto
de trés elementos distintos (como 7-8-9), séo
usados todos os trés elementos para formar as
sequéncias ordenadas. Para formar todas as
permutacdes com todos os algarismos, o0s trés
algarismos devem ser usados e quando a ordem
dos elementos € modificada, novas possibilidades
sao geradas, por exemplo, 789 é diferente de 897,

que é diferente de 978.

Anotacdes:

Estratégias de resolucao de atividades envolvendo Raciocinio Combinatério enquanto dispositivo para a Formacao

de Professores de Matematica

40| Pagina

Invariantes:

Ordenacéo de
elementos de um mesmo
conjunto  gera novas
possibilidades;

Todos os elementos do
conjunto serdo usados,
cada um apenas uma vez
(especificamente para os
cAs0s sem repeticio).




Combinacéo: Seis pontos sdo marcados ao redor de uma circunferéncia,

como ilustra a figura.

a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes
pontos? (Uma corda é um segmento de reta ligando dois pontos sobre uma

circunferéncia.)

b) Quantos triangulos podem ser formados ligando trés quaisquer destes

pontos?
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O que caracteriza o problema do tipo
Combinacao é a ordenac¢do dos elementos que nao
determina possibilidades diferenciadas entre si.
Deste modo, por exemplo, se temos uma
circunferéncia como ilustrada no problema proposto,
sendo seis pontos ao seu redor (A, B, C,D, E, F) e
assim deseja escolher dois pontos quaisquer que
estdo nas extremidades da circunferéncia para
formar uma corda. Entdo, temos um conjunto Unico
com seis elementos (pontos) a partir do qual
devemos escolher dois desses elementos. Se
escolhermos o ponto A e o ponto B (corda _AB),
esta possibilidade € idéntica a escolha dos pontos B

e A (corda _BA).

/ \ Mestrado Profissional

em Educacgao Matematica

Invariantes:
A ordem dos elementos
nao gera
possibilidades;
Tendo m
poderdo ser
agrupamentos ordenados

novas

elementos,
formados

de 1 elemento, 2
elementos, 3 elementos....
P elementos, com

0 < p < n, p & n naturais.

Julgamos importante que a percepcao dessas caracteristicas nos

problemas de Combinatdria, mesmo que nao seja explicita e consciente, pelo

aluno, auxilia na compreensdo dos proprios enunciados e na resolugdo dos

problemas mais facilmente.

Anotacgoes:
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Um olhar para as estrategias mobilizadas por
alunos do 9% ano do Ensino Fundamental em
problemas que envolvem o raciocinio
Combinatorio

Para o 2° Momento relacionado as discussbes acerca do Ensino de
Combinatéria, propusemos apresentar alguns registros de estratégias de
resolugcdes mobilizadas por alunos do 9° ano do ensino fundamental de uma
escola publica municipal de cidade de Itabirito/MG, com o intuito de conduzir,
nos professores a um processo reflexivo com relacdo ao ensino de
Combinatéria na Educacéao Basica, ndo sé no sentido de identicar erros e/ou
acertos, mas levar em consideracdo as diversas formas de pensamento do
aluno ao adotar tal estratégia para resolver problemas que envolvam o
raciocinio combinatario.

Nesse sentido, os documentos curriculares sinalizam o que se espera
que os estudantes mobilizem com relacdo as estratégias de resolucao ao se
deparem com situacdes problema envolvendo raciocinio combinatério. Desta
forma listamos possiblidades de estratégias apontadas em Brasil (1998, 2017
e 2018):

= Contagem direta das possibilidades: construcdo de diagramas;
tabelas ou esquemas;

#» Determinagdo do numero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecdo com todos o0s
elementos de outra colecdo, por meio de diagramas de arvore ou

por tabelas.
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» Resolucédo e elaboracao dos problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, recorrendo a

estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

Observamos que as estratégias de resolucdo de problemas
combinatérios mais indicadas recaem na construcdo de diagramas, tabelas,
esquemas e formas de registro pessoais. Dessa forma, € muito importante que
0 estudante compreenda os conceitos envolvidos para utilizagdo coerente
dessas estratégias que os conduzem a solucéo esperada.

O estimulo ao uso de diferentes representagcdes simbdlicas (estratégias
de resolucdo) ajudara o aluno na organizacdo e representacdo do seu
raciocinio em relagdo aos problemas combinatorios. Para possiveis mediacfes
de ensino, poderemos utilizar as proprias estratégias de maneira espontanea
desenvolvidas pelos alunos para, a partir delas, trabalhar o conteido da
Combinatéria. Diante do exposto passamos para a ilustragcdo dos registros
apresentados pelos alunos.

Na Figura 4, temos uma questdo do tipo Produto Cartesiano,
observamos que o Aluno Al utilizou como estratégia a Elaboracdo de
desenhos e esquemas, utilizando-se de lapis colorido para registrar seu
raciocinio. Tal estratégia favoreceu a construgcdo e o registro de uma

argumentacéo pessoal para a solugcéo do problema proposto.
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Figura 4: Estratégia mobilizada pelo Aluno Al na resolucdo do item a do Problema de
Produto Cartesiano

Questdo 04) Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que exisiem trés estradas

ligando A a B e dois caminhos ligando B 4 C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C. passando por B?

" - iy s \

i & COF B apcentiey o
P )

o O L L ree i ™) S Comin o S

o oo cor W 2nrgntey
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@IS Copmin ol

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Com base no registro do aluno de 9° ano acima, responda:

4 Olhando para a resolugdo do aluno, o que podemos inferir com relagdo
a estratégia adotada pelo aluno?

d Quais outras estratégias o aluno poderia usar ao resolver o problema
apresentado?

—

S~
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Possibilidade de discussao ...

Com relagéo a resolucdo destacada na Figura 4 observamos que o
aluno mobilizou representacdes simbdlicas (estratégias) por meio de desenhos
e esquemas, estimulando o uso do conceito-em-acao referente ao Produto
Cartesiano. Haja vista que, ao colorir cada possibilidade de uma cor diferente,
com o intuito de formalizar a sua resposta, podemos observar que essa
estratégia implicou no entendimento do aluno em relacdo a situacéo proposta.
O Registro destacado na Figura 4, demostra que o aluno teve a clareza do
significado presente no problema combinatdrio acima, ele justifica sua resposta
de forma coerente utilizando o Utilizagdo do Principio Fundamental da
Contagem como estratégias de resolucdo, que o levou ao acerto.

Enquanto, na Figura 5 destacamos uma estratégia apresentada por um
aluno do 9° ano para um problema do tipo Arranjo. Para este tipo de situacéao,
€ necessario nos atentarmos para algumas caracteristicas presentes no
referido problema de combinatéria. “Os elementos sdo escolhidos a partir de
um conjunto Unico, mas nem todos os elementos formam as possibilidades a
serem enumeradas. Neste tipo de problema a ordem na qual os elementos sao
escolhidos constituem possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 4).

Figura 5: Estratégia mobilizada pelo Aluno A14 na resolugéo do Problema de Arranjo

Questdo 10) Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sdo os

possiveis trios para as trés primeiras colocagdes nesta corrida?

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)
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Com base no registro do aluno de 9° ano acima, responda:

a estratégia adotada pelo aluno?

apresentado?

—

4 Olhando para a resolugdo do aluno. o que podemos inferir com relagdo

4 Quais outras estratégias o aluno poderia usar ao resolver o problema

S~

Espaco para anotagdes ...

—
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Possibilidade de discussao ...

Em relacdo a estratégia de resolucao mobilizada pelo Aluno A14 (Figura
5) no problema de Arranjo, os dados evidenciam o registro de um raciocinio
coerente com a situagdo proposta em que o aluno opta por um esquema
fazendo o uso do Principio Fundamental da Contagem.

Dessa forma, um dos argumentos para a utilizacdo desta estratégia,
pode estar alinhada ao estudo de Moreira (2014) com professores que ensinam
matematica, nos principais resultados com relacdo a analise qualitativa dos
tipos de respostas e estratégias, o pesquisador afirma que: "as estratégias mais
utilizadas foram o Principio Fundamental da Contagem e as férmulas, o que
demonstrou uma preferéncia dos professores por métodos mais formais de
resolugao" (MOREIRA, 2014, p. 145).

Nesse sentido, podemos deduzir que as praticas/abordagens elegidas
pelos professores no tocante as estratégias de resolucéo de problemas, podem
estar influenciando na maneira como os alunos buscam solucionar as situacoes
gue Ihes séo apresentadas, pois ha uma tendéncia de os alunos reproduzirem
0s mesmos procedimentos trabalhados em de sala de aula.

Dando prosseguimento as estrategias mobilizadas pelos alunos do
altimo ano do Ensino Fundadamental, exibimos um problema do tipo
Permutacao proposto aos alunos do 9° ano. Temos a situagcédo em que se pede
para formar niumeros com trés algarismos distintos (algarismos 7, 8 e 9) e,
assim, o aluno pode listar sistematicamente as seis possibilidades.
Provavelmente os alunos dos anos finais do Ensino Fundamental ndo saberiam
expressar matematicamente como se faz para obter todas as possiveis

permutacdes de elementos de um dado conjunto.
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Figura 6: Estratégia mobilizada pelo Aluno A2 na resolugdo do Problema de
Permutacéo

Questio 11) Quantos numeros, de 3 algarismos distintos. podemos formar com os

digitos 7, 8 ¢ 97

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

— 2.0

Com base no registro do aluno de 9° ano acima, responda:
4 Olhando para a resolugdo do aluno, o que podemos inferir com relagio
a estratégia adotada pelo aluno?

O Quais outras estratégias o aluno poderia usar ao resolver o problema
apresentado?

—

\\\

Espaco para anotagdes ...
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Possibilidade de discusséao ...

Para o problema de Permutacdo apresentado na Figura 6, podemos
perceber a mobilizacdo do conceito-em-acgéo de permutacdes por este aluno,
mesmo sem ter conhecimento dos conceitos formalizados de Permutacdes,
pois 0 ensino de Combinatéria nos Anos Finais do Ensino Fundamental ainda
ndo é trabalhado a formalizagdo de tais conceitos, apenas as ideias
relacionados ao tipo de raciocinio. Neste caso, o aluno A2, listou todas as
possibilidades de trés algarismos distintos com os algarismos 7, 8 e 9. Dessa
forma, o que indica ter compreensao dos invariantes envolvidos no problema
de Permutacdo.

Desta forma, para completar a nossa reflexdo acerca de resolugdes
mobilizadas por alunos do 9° ano do ensino fundamental em problemas que
envolvem o raciocinio combinatorio, apresentamos um registro de estratégia

adotada pelo Aluno 11, como mostra na Figura 7.
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Figura 7: Estratégia mobilizada pelo Aluno A1l na resolugéo do item a do Problema
de Combinagéo

Questiio 06) Seis pontos sdo marcados ao redor de uma circunfereéncia, como ilustra a

figura.

a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes pontos? (Uma

corda ¢ um segmento de reta ligando dois pontos sobre uma circunferéncia.)

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Com base no registro do aluno de 9° ano acima, responda:

4 Olhando para a resolugdo do aluno, o que podemos inferir com relagdo
a estratégia adotada pelo aluno?

d Quais outras estratégias o aluno poderia usar ao resolver o problema
apresentado?

—
S~
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Possibilidade de discussao ...

Na situacao apresentada, o aluno apresentou todos os casos possiveis.
Assim sendo, o registro exibido na Figura 7, indica todas as possibilidades de
combinacdo das cordas, utilizando a representacdo simbdlica listagem
(contagem direta das possibilidades) para responder o item a referente ao
problema de Combinacéo, cuja solucéo esta correta, chegando a concluséo de
guinze possibilidades. Em problemas desse tipo em que apresentam um
namero de possibilidades considerado pequeno € bem razoavel que o aluno
utilize dessa estratégia, caso contrario, pode ficar inviavel simbolizar uma
guantidade de possibilidades quando se tem um resultado maior, pois dificulta
no controle das possibilidades, neste caso, é necessario a formalizacdo do
procedimento realizado.

Na sequéncia apresentamos o Quadro 2 ancorado na concepcao de
(PESSOA, 2009), com a organizacdo de diferentes tipos de estratégias
utilizadas pelos alunos ao resolverem os problemas de Combinatéria. Tal
estudo foi, posteriormente, utilizado por Azevedo (2013) e Vega (2014) para
classificar a variedade de respostas que os alunos utilizaram ao deparar-se
com problemas combinatorios.

De acordo com Pessoa e Borba (2009) sdo varias as representacdes
simbdlicas, como: desenhos, listagens de possibilidades, arvores de
possibilidades, diagramas, quadros, uso de férmulas ou célculos, entre outras.

Vale ressaltar que as estrategias destacadas no quadro a seguir, foram
todas evidenciadas apos a conclusdo da nossa analise a partir dos dados
coletados para a pesquisa desenvolvida.
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Quadro 2: Estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos ao resolverem
problemas de Combinatéria propostos.

Estratégias

Caracteristicas

1. Nao explicitou

Quando o aluno apenas forneceu a resposta, correta ou
incorreta. Desse modo fica dificil precisar com certeza qual

estratégia SRR ~
estrategia foi utilizada para a resolugéo.
2. Adicéao / O aluno utilizou os valores apresentados no enunciado numa
subtrac&o destas operacdes. A resposta é incorreta sem relagao.
Neste caso o aluno utilizou os valores apresentados no
3. Divis3o enunciado para realizar uma divisdo. A resposta é incorreta sem
' relacao.
O aluno desenhou as possibilidades, utilizando-se dos dados,
A DecEili podendo a resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou néo,
' sistematizacdo no processo de resposta e com ou sem O
esgotamento de todas as possibilidades.
O aluno desenhou as possibilidades, utilizando-se dos dados,
= A e podendo a resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou néo,

possibilidades

sistematizacdo no processo de resposta e com ou sem O
esgotamento de todas as possibilidades. O aluno construiu uma
arvore de possibilidades, podendo apresentar uma resposta
correta ou incorreta, com ou sem sistematizagdo dos
elementos, com ou sem esgotamento de possibilidades.

6. Diagrma

O aluno construiu um diagrama para representar o processo de
solucéo. Pode haver resposta correta ou incorreta, com ou sem
sistematizacdo, com ou sem esgotamento de possibilidades.

7. Listagem de
possibilidades

O aluno listou as possibilidades de forma escrita, com 0s homes
ou com

simbolos, podendo a resposta ser correta ou incorreta,
havendo, ou n&o, o estabelecimento de relacdo e/ou o
esgotamento de todas as possibilidades.

8. Adicao
inadequada de
parcelas repetidas

Quando o aluno utilizou a adicdo de parcelas repetidas, mas
esta é inadequada para o0 que o problema solicita. A resposta €
incorreta sem relacgéo.
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9. Adicao
adequada de
parcelas repetidas

Quando o aluno percebeu que pode utilizar uma adicdo de
parcelas repetidas para resolver o problema, geralmente
substituindo a multiplicacdo adequada. A resposta pode ser
correta ou incorreta.

10. Multiplicagéo
inadequada

O aluno relacionou o problema a um produto, entretanto, em
situagBes nas quais ela ndo se aplica. A resposta é incorreta
sem relacéo.

11. Multiplicagéo
adequada

O aluno relacionou o problema a um produto, com a
possibilidade correta de seu uso. A resposta pode ser correta
ou incorreta.

12. Principio
Fundamental da
Contagem (PFC)

Quando o aluno utilizou o PFC para resolver o problema. A
resposta pode ser correta ou incorreta.

13. Uso adequado
de férmulas

Quando o aluno utilizou uma férmula adequada ao que o
problema solicita. A resposta pode ser correta ou incorreta.

Fonte: adaptado de Pessoa (2009).

Assim, optamos por adaptar o Quadro 2 com as representacoes

simbdlicas classificadas pela autora citada, e mencionar aquelas que foram
encontradas durante o processo de analise dos dados da referida pesquisa. De
todas as estratégias apresentadas pelos alunos participantes da pesquisa,
destacamos treze tipos de representacdes simbdlicas (estratégias),
encontradas nos registros das resolugcbes utlizadas pelos alunos ao
responderem os problemas propostos.

Por fim, almejamos com esse 2° Momento instigar os professores de
matematica do Ensino Fundamental e Médio a refletirem sobre as estratégias
mobilizadas pelos alunos em sala de aula no que concerne ao ensino de
Combinatoria e também dos conteddos Matematicos de uma maneira geral,

valorizando sempre as estratégias por eles adotadas.
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P 4 Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

Proposta de atividades para a reflexdo do(a)
_professor(a) de matematica acerca de
estratégias mobilizadas por alunos do 9° ano

No tocante as discussdes propostas no 1° Momento e no 2° Momento,
convido vocé, professor(a) a refeletir sobre os problemas propostos que
envolvem o raciocicinio Combinatério objetivando a classificagdo dos mesmos,
destacando suas principais caracteristicas e os invariantes conforme as
discussdes apresentadas no 1° Momento e na sequéncia com base no 2°
Momento, fardo um levantamento de possiveis estratégias que podem ser
mobilizadas pelos alunos ao resolverem situagcdes-problemas como, as
propostas.

Problema proposto

o)

Vs
\D Problema 01) Bernardo & o técnico do time masculino de
handebol da escola de Man. Ele tem de mandar confeccionar
05 uniformes do time para o campeonato que vai acontecer
no fim do ano. Como as cores da escola s&o azul, amarela,
vermelha e branca, a empresa que vai confeccionar os
uniformes deu as seguintes opcbes de escolha para
Bernardo: 3 cores de camisetas (vermelho, amarelo e
branco) e 2 cores de shorts (branco com lista azul e todo
azul). De quantas maneiras diferentes Bernardo pode montar
um uniforme com uma camiseta e um shorts?
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Caracteristicas:

Invariantes:

Levantamento das possiveis estratégias de resolucédo que os alunos

podem mobilizar ao resolver problema desse tipo:
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A

Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

Problema proposto

0

6\

que haja pelo menos uma vaga livre entre eles?

Problema 02) Um estacionamento tem 10 vagas, uma ao lado
da outra, inicialmente todas livres. Um carro preto e um carro
rosa chegam a esse estacionamento. De guantas maneiras
diferentes esses carros podem ocupar duas vagas de forma

g

Caracteristicas:

Invariantes:
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Levantamento das possiveis estratégias de resolucdo que os alunos
podem mobilizar ao resolver problema desse tipo:

Problema proposto

6)*\

Problema 03) A figura ao lado
mostra o mapa de um pais
(imaginario) constituido por cinco
estados. Deseja-se colorir esse
mapa com as cores verde, azul e
amarelo, de modo que dois estados
vizinhos nao possuam a mesma Ccor.
De quantas maneiras diferentes o
mapa pode ser pintado?
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I:’ Mestrado Profissional

em Educacgao Matematica

Caracteristicas:

®
p 12

Invariantes:

Levantamento das possiveis estratégias de resolucédo que os alunos

podem mobilizar ao resolver problema desse tipo:
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Problema proposto

9y
(D
Problema 04) Luiz precisa trocar a lampada da sala, lavar a
louca, estudar para a prova de matematica e arrumar seu quarto.
De quantas maneiras diferentes ele pode executar essa
sequéncia de atividades?
r
\_/

Caracteristicas:

Invariantes:

Levantamento das possiveis estratégias de resolugcdo que os alunos

podem mobilizar ao resolver problema desse tipo:
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f Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

Retorme ao Quadro 2 - “Estratégias de resolucdo apresentadas
pelos alunos ao resolverem problemas de Combinatéria
propostos”-indicado no 2° Momento.

Elabore um quadro semelhante apresentando um levantamento
das possiveis estratégias que os alunos poderiam mobilizar diante
de situacbes-problemas como as propostas.
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Concluindo o inicio da nossa conversa

A nossa intencao aqui ndo é dar por encerrado estas discussdes no que
tange ao Ensino da Combinatdria, mas a conclusao do inicio de uma conversa
visando novas reflexbes. Nesse sentido, convidamos vocé, professor(a) a
buscar por praticas de ensino que visam a importancia das diversas estratégias
mobilizadas pelos alunos ao se depararem com situacOes-problemas

envolvolvendo o raciocinio Combinatério.

A Combinatdria € um conteudo que tradicionalmente é abordado no
Ensino Médio. No entanto, ja se passaram mais de duas décadas, orientacées
curriculares (BRASIL, 1997; BRASIL, 1998; BRASIL, 2017; BRASIL, 2018) e
estudos de (PESSOA e BORBA, 2009); (BORBA, 2013) nessa dire¢éo indicam
a necessidade e importancia de se trabalhar esse conteido desde os anos
iniciais do Ensino Fundamental, através da resolucéo de diferentes tipos de

problemas que envolvem o raciocinio Combinatorio.

Para o referido Produto Educacional percorremos caminhos no sentido
de contribuir, de alguma forma, para que nds professores nos atentemos para
nossas dificuldades e limitacbes em relacdo aos nossos conhecimentos,
procurando nos aperfeicoar profissionalmente e compreender que a nossa
formacdo € continua. Assim esperamos, que as discussfes teoricas e
metodoldgicas aqui propostas acerca das estratégias de resolucbes em
problemas combinatérios auxiliem futuros professores de Matematica e

também professores em formacéo inicial e continuada.
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/ Mestrado Profissional
em Educacgao Matematica

Nesse sentido esse Produto Educacional foi elaborado com o objetivo
de fomentar os professores de Matematica a desenvolver habilidades em
resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolugao envolva a aplicagéo
do principio multiplicativo e outros procedimentos de registros para resolver
situacdes/problema, no que tange o raciocinio combinatério, permitindo assim
aos alunos criarem suas proprias conjecturas, utilizando e comunicando suas

estratégias de resolugdo de maneira mais clara e objetiva.
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