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RESUMO

A presente pesquisa teve por objetivo identificar e analisar as diferentes estratégias de estudantes
do 9° ano do Ensino Fundamental na resolucdo de situacGes/problemas do Campo Conceitual
Multiplicativo, especificamente os problemas de Combinatéria. Para subsidiar nossa pesquisa,
buscamos respaldo tedrico na Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1986; 1996; 2009),
especialmente no campo das Estruturas Multiplicativas e no entendimento de Pessoa e Borba
(2009) e Borba (2013) acerca de problemas envolvendo o raciocinio combinatério. Participaram
da pesquisa 16 alunos do 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola da rede publica Municipal
do Itabirito/MG. Os dados foram produzidos por meio da aplicacdo de uma sequéncia de atividades
envolvendo raciocinio combinatério, do diario de campo da pesquisadora e de registros produzidos
pelos alunos ao longo do trabalho. A sequéncia de atividades proposta continha doze questdes
envolvendo os quatro tipos de problemas combinatérios, defendidos por Pessoa e Borba (2009),
ou seja, Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacdo, Combinacdo. Para a andlise, selecionamos
quatro problemas, nos quais foram os mais representativos, sendo cada um apresentando um
significado da Combinatoria. Assim, a analise se estruturou em quatro categorias: a) Analise das
estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Produto Cartesiano; b) Analise das estratégias
mobilizadas pelos alunos no Problema de Arranjo; ¢) Andlise das estratégias mobilizadas pelos
alunos no Problema de Permutacdo; e d) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no
Problema de Combinacdo. Na analise dos resultados verificamos que todos os alunos mobilizaram
diversas estratégias ao resolver os problemas propostos, diferentes formas de representacao, como:
Principio Fundamental da Contagem, desenhos, esquemas, contagem direta das possibilidades,
respostas inconclusivas (sem conexdo ao problema proposto), utilizacdo de formulas, registro de
argumentacao pessoal, apenas respostas corretas ou incorretas, principio aditivo, algoritmos da
multiplicacdo e da divisdo. A pesquisa revelou que a estratégia de resolugdo mais utilizada pelos
alunos foi o Principio Fundamental da Contagem e a estratégia menos usada, o diagrama. Como
sugestdo para futuras investigacbes com os mesmos dados, poderia ser feito uma anélise
relacionada aos erros e acertos praticados pelos alunos nos quatro tipos de problemas de
Combinagdo, no sentido de propor uma discussao tedrica e metodoldgica, quanto a estratégia
adotada se pode ou podera induzir ao erro ou acerto. A partir dos resultados da pesquisa foi
elaborado um Produto Educacional, na perspectiva de um dispositivo de formacdo, voltado a
formacéo de professores de Matematica, com vistas a propiciar um espaco formativo pautado na
reflexdo acercada dos processos de ensino e de aprendizagem de Combinatéria.

Palavras-chave: Combinatéria; Raciocinio combinatorio; Estratégias de resolugdo; Principio
Fundamental da Contagem; Estruturas Multiplicativas.



ABSTRACT

This research aimed to identify and analyze the different strategies employed in the elementary
school by 9™ grade students when solving situations / problems in the Multiplicative Conceptual
Field, specifically the Combinatorial problems. To support our research, we sought theoretical
support in the Theory of Conceptual Fields (VERGNAUD, 1986; 1996; 2009), especially in the
field of Multiplicative Structures and in the understanding of Pessoa & Broba (2009) and Borba
(2013) about problems involving combinatorial reasoning. Sixteen students from the 9" grade of
elementary school from a public school in the Municipality of Itabirito / MG participated in the
study. The data were produced through the application of a sequence of activities involving
combinatorial reasoning, the researcher's field log and records produced by the students throughout
the work. The proposed sequence of activities contained twelve questions involving the four types
of combinatorial problems, defended by Pessoa and Borba (2009), that is, Cartesian Product,
Arrangement, Permutation, Combination. For the analysis, we selected four problems, which were
the most representative, each presenting a meaning of the Combinatorics. Thus, the analysis was
structured in four categories: a) Analysis of the strategies mobilized by the students in the Cartesian
Product Problem; b) Analysis of the strategies mobilized by the students in the Arrangement
Problem; c) Analysis of the strategies mobilized by the students in the Permutation Problem; and
d) Analysis of the strategies mobilized by the students in the Combination Problem. In the analysis
of the results, we found that all students mobilized different strategies when solving the proposed
problems and different forms of representation, such as: Fundamental Counting Principle,
drawings, schemes, direct counting of possibilities, inconclusive answers (without connection to
the proposed problem), use of formulas, note of personal arguments, just correct or incorrect
answers, additive principle, multiplication and division algorithms. The research revealed that the
resolution strategy most used by students was the Fundamental Principle of Counting and the least
used strategy, the tree of possibilities, the diagram. As a suggestion for future research with the
same data, an analysis related to the mistakes and successes practiced by the students in the four
types of Combination problems could be made, in order to propose a theoretical and
methodological discussion, as to know if the strategy adopted can or may induce to error or
success. From the results of the research and in the perspective of a training device, an Educational
Product was elaborated, focused on the training of Mathematics teachers and intended to provide
a formative space based on the reflection upon the Combinatorial teaching and learning processes.

Keywords: Combinatorial Problem; Combinational reasoning; Resolution strategies;
Fundamental Principle of Counting; Multiplicative Structures.
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INTRODUCAO

Quando a palavra Matematica é mencionada, percebo que diversos sentimentos sdo
despertados sobretudo quando o assunto é seu estudo. Estudantes, pais, professores e gestores
educacionais se preocupam com 0s processos de ensino e de aprendizagem da Matematica.

Assim, inicio® este estudo relatando um pouco da minha trajetria académica e profissional,
destacando os caminhos que me conduziram a docéncia e os principais motivos que me levaram a
pesquisar no campo da Educacdo Matematica.

Durante a minha graduacéo no curso de Licenciatura em Matematica atuei em projetos da
Universidade que visavam atender a comunidade escolar do entorno daquele municipio. Projetos
como monitorias, Universidade e Escola, o Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a
Docéncia (PIBID) da Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP), que tinham por objetivos
valorizar 0 magistério e apoiar estudantes de licenciatura plena das instituicdes de educacao
superior; incentivar, promover e realizar agdes que estimulassem o estudo durante a graduacgéo de
Matematica e também com um olhar direcionado ao campo de investigacdo em Educacdo
Matematica e &reas afins.

Antes mesmo de concluir a graduagdo, comecei a lecionar Matemaética para os anos finais
do Ensino Fundamental e Ensino Médio nas redes publicas de ensino Municipal e Estadual em
Minas Gerais.

Concluida a graduacéo, dei continuidade aos estudos em um curso de Pés-Graduacéo Lato
Senso em Matematica com énfase em Calculo, no qual pude desenvolver um trabalho de conclusao
de curso na area de Avaliacdo Educacional, cujo objetivo foi o de estudar a Teoria de Resposta ao
Item (TRI) e calcular as proficiéncias estimadas para os alunos que fizeram provas de Matematica
em larga escala no estado de Minas Gerais. Nesse trabalho buscou-se um entendimento mais
aprofundado dessa Teoria e de como estimar as proficiéncias dos alunos a partir de um banco de
dados reais.

No periodo de 2014 a 2017, tive a oportunidade de atuar como formadora na area de
Matematica do Pacto Nacional pela Alfabetizacdo na Idade Certa (PNAIC). Trabalhando como
formadora pude vivenciar experiéncias em relacdo as praticas de professores do Ciclo de
Alfabetizacdo e, dai que surgiram muitas inquietacdes para a realizagéo deste estudo.

Atualmente, ainda como professora efetiva de Matematica dos Anos Finas do Ensino
Fundamental e Ensino Médio nas redes publicas de ensino Estadual e Municipal, percebo a

necessidade de o professor buscar novas possibilidades para proporcionar a construgdo do

1 Por se tratar da trajetoria pessoal da professora-pesquisadora, a escrita desta introdugdo esta na 12 pessoa do singular.
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conhecimento matematico aos seus alunos. Para mim, lecionar Matematica na Educacdo Basica
na rede publica de ensino é um grande desafio, visto que nos deparamos com condigdes, as vezes,
adversas do meio escolar.

Nesse sentindo, a busca incessante por novos conhecimentos, fez com que eu ingressasse
em uma Pds-Graduacdo Stricto Sensu no campo da Educacdo Matematica. Assim sendo, o
desenvolvimento desta pesquisa é mais uma oportunidade de ampliar os meus estudos na area de
Educacdo Matematica, com base tedrica aliada as praticas em sala de aula, trocas de experiéncias
e desenvolvimento de novas estratégias metodologicas, a fim de contribuir para um ensino de

qualidade na Educacéo Publica brasileira.

JUSTIFICATIVA DO ESTUDO

Ao longo da minha trajetéria como professora, com atua¢do permanente nos anos finais do
Ensino Fundamental, algumas inquietacdes comecgaram a surgir. Uma das questdes mais rotineiras
é quando trabalhamos, principalmente em turmas de 6° ano, com situacBes-problema que
envolvem as quatro operagdes elementares da Matematica (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo), e muitos alunos fazem a seguinte pergunta: E de “mais” ou “menos”? De “multiplicar”
ou “dividir’? O que percebe, analisando essa situacdo, é que os alunos ndo compreendem a
situagdo e buscam uma “alternativa” mais rapida para resolver o problema, mesmo sem
compreender o raciocinio presente.

A busca por respostas me impulsionou a explorar aos materiais do PNAIC (BRASIL, 2014)
que, em sua edicao, realizou uma formacéao continuada para professores do Ciclo de Alfabetizacédo
com um trabalho com foco na Alfabetizacdo Matematica; e, assim, havia varios cadernos
contemplando a Matemaética do ciclo de Alfabetizacdo. Dois desses cadernos destacaram na minha
pratica como professora formadora, séo eles: Caderno 4 (Operagdes na Resolucdo de Problemas)
e Caderno 7 (Educacéo Estatistica). O Caderno 4, especificamente propunham algumas reflexdes
acerca do trabalho com Resolucédo de Problemas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais
de Gérald Vergnaud. O contato com estes materiais suscitou diversos questionamentos como, por
exemplo: qual a importancia de refletir com os professores alfabetizadores as habilidades da Base
Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2017) e estratégias de ensino relacionadas a
resolucdo de situacao-problema sob a 6tica da Teoria dos Campos Conceituais?

O caderno 04 abordou as situac6es-problema do Campo Aditivo (adi¢éo e subtracdo) e do
Campo Multiplicativo (multiplicacéo e divisdo), com o objetivo de oferecer subsidios teoricos e
praticos para amparar as praticas pedagogicas e auxiliar para que a crianga possa elaborar,

interpretar e resolver situacdes-problema convencionais e ndo convencionais, utilizando e
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comunicando suas estratégias pessoais, envolvendo os seus diferentes significados (BRASIL,
2014).

Em relacdo ao caderno 7, contemplou um trabalho voltado para a Educagdo Estatistica
abordando o Ensino de Combinatéria no Ciclo de Alfabetizacdo, visando desenvolver estratégias
de ensino voltada para essa etapa escolar trabalhando conceitos relacionados a problemas do tipo
- produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinagédo, problemas estes apontados por Borba
(2013) como sendo integrantes da Combinatoria.

A aproximacdo desses dois cadernos trouxe varias contribui¢bes, no sentido de buscar
respostas e compreensao ao trabalhar com conceitos relacionados a Combinatoria. A partir disso,
pude perceber uma grande necessidade de inovar as praticas pedagdgicas em sala de aula, com o
intuito de despertar o interesse dos alunos em aprender determinado contetido da Matematica, em

especial, a Combinatoria.

No gue tange a Matematica no Ensino Fundamental, a BNCC indica:

Essa area, por meio da articulagdo de seus diversos campos — Aritmética,
Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade, precisa garantir que os alunos
relacionem observagfes empiricas do mundo real a representacdes (tabelas,
figuras e esquemas) e associem essas representacdes a uma atividade Matematica
(conceitos e propriedades), fazendo inducdes e conjecturas. Assim, espera-se que
eles desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de utilizacdo da
Matemaética para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e
resultados para obter solugdes e interpreta-las segundo 0s contextos das situacdes.
(BRASIL, 2017, p. 263).

Para o desenvolvimento das habilidades previstas para o Ensino Fundamental - anos finais,
um dos pressupostos € levar em conta as experiéncias e 0s conhecimentos matematicos ja
vivenciados pelos alunos. A Base Nacional Comum Curricular (2017) recomenda que se faca uma
leitura (vertical) de cada unidade tematica, do 6° ao 9° ano, com o0 objetivo de identificar a
progressdo das habilidades ano a ano, e também em que medida elas se articulam com as indicadas
para 0s anos posteriores, tendo em vista que as nogdes Matemaéticas sdo retomadas ano a ano, com

ampliacdo e aprofundamento crescentes. Se faz necessario considerar que,

Para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, € fundamental haver um
contexto significativo para os alunos, ndo necessariamente do cotidiano, mas
também de outras areas do conhecimento e da propria histdria da Matematica. No
entanto, é necessario que eles desenvolvam a capacidade de abstrair o contexto,
apreendendo relagdes e significados, para aplica-los em outros contextos. Para
favorecer essa abstracdo, é importante que os alunos reelaborem os problemas
propostos apo6s os terem resolvido. Por esse motivo, nas diversas habilidades
relativas a Resolucdo de Problemas, consta também a elaboracdo de problemas.
Assim, pretende-se que os alunos formulem novos problemas, baseando-se na
reflexdo e no questionamento sobre o que ocorreria se alguma condicdo fosse
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modificada ou se algum dado fosse acrescentado ou retirado do problema
proposto. (BRASIL, 2017, p. 297).

No meio escolar, especificamente na sala de aula, existem muitos desafios, desde do
interesse do aluno pelo contetido até a maneira de como o professor media 0s processos de ensino
e de aprendizagem com vistas propiciar situacfes de aprendizagem que contemplem diferentes
habilidades necessérias para a formacdo e autonomia dos estudantes, de modo que sejam capazes
“de resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho” (BRASIL, 2017, p. 8).

Ao ter contato com as ideias do pesquisador francés Gérard Vergnaud, em uma de suas
entrevistas concedida a Revista Nova Escola?, no fim de abril de 2008, percebi que ele sinaliza
que s6 conhecendo a forma como os alunos aprendem é possivel ensinar. Um dos pontos
interessantes da entrevista, a0 meu ver, € quando menciona que o professor precisa entender 0s
percursos trilhados pelos alunos ao cometerem erros. Caso isto ndo ocorra, o trabalho se perde,
ndo funciona. Naguele momento, o pesquisador indicou que a Teoria dos Campos Conceituais
estava apenas comecando a ser utilizada nos cursos de formacao, ja se passaram mais de dez anos
e podemos notar um numero consideravel de trabalhos académicos nessa perspectiva, o que é
muito importante para o ensino da Matematica.

Diante das justificativas apresentadas, destaco a Combinatdria® como um contetido
matematico importante na escolarizacdo basica e que a Teoria dos Campos Conceituais pode
fornecer aos professores uma fundamentacao tedrica de base solida para a compreensdo de
determinados procedimentos e conceitos relacionados a Combinatéria. Haja vista que a
Combinatdria* apresenta uma diversidade de situagGes em contextos distintos permitindo os alunos
a pensarem e resolverem situagdes-problemas enfrentados por eles. E importante destacar que o
Principio Fundamental da Contagem (PFC) é um principio multiplicativo presente em problemas
combinatérios, e assim fica evidenciado, da Combinatéria estar inserida no campo das estruturas

multiplicativas.

2 Disponivel em: https://novaescola.org.br/conteudo/960/gerard-vergnaud-todos-perdem-quando-a-pesquisa-nao-e-
colocada-em-pratica <acesso em 17/03/2020>
3 Em todo o trabalho utilizamos Analise Combinatéria e Combinatoria como termos sinoénimos. “A Andalise
Combinatéria como a parte da Matematica que estuda os agrupamentos a partir de alguns critérios; a Combinatdria
como os topicos referentes a esta parte da Matematica” (PESSOA; BORBA, 2010, p. 2), ou seja, A Anélise
Combinatéria ou Combinatoria é a parte da Matematica que estuda métodos e técnicas que permitem resolver
problemas relacionados com contagem.
4 Com base nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) ha a recomendacgdo que os diferentes tipos de
problemas combinatérios sejam propostos aos alunos desde o inicio do processo de escolarizagdo, sem énfase na
formalizagdo. Mas, apenas problemas do tipo produto cartesiano sdo trabalhos nas séries iniciais do Ensino
Fundamental, e a maioria dos problemas referente ao raciocinio combinatério (arranjo, combinacdo e permutacéo) é
introduzida formalmente na escola a partir do 2° ano do Ensino Médio.
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Desse modo, apoiaremos® a presente pesquisa nas discussdes tedricas acerca da Teoria dos
Campos Conceituais de Vergnaud, no sentido de compreender diferentes estratégias mobilizadas
pelos estudantes ao resolverem situacdes problemas envolvendo a Combinatoria.

A Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, foi o referencial tedrico adotado nesta
pesquisa, por ser uma teoria cuja principal finalidade é fornecer um quadro que permita
compreender as filiagbes e rupturas entre conhecimentos (o saber fazer e 0s saberes expressos),
nas criangas e nos adolescentes (VERGNAUD, 1990). Segundo Vergnaud (1990) um Campo
Conceitual é um conjunto de situaces, cujo tratamento implica esquemas, conceitos e teoremas
em estreita conexdo - a capacidade de resolver problemas nas mais diversas situacdes nas quais se
faz presente um determinado conceito, ndo ocorre em poucos meses, nem mesmo em alguns anos.

E nessa perspectiva, Borba (2013) defende que, no ensino, conceitos estreitamente
relacionados podem ser abordados concomitantemente, uma vez que situac6es que déo significado
a estes conceitos estdo intrinsicamente imbricadas, e se pode trabalhar progressivamente aspectos
mais complexos dos contetdos focados.

O entendimento de Borba (2013, p. 2), € o de que:

“que diferentes situagdes que ddo significado a Combinatdria — tais como 0s
problemas de produto cartesiano, de arranjo, de combinacgao e de permutacéo —
sdo intimamente associadas por relagdes Combinatérias bésicas, mas também
possuem relacdes préprias que devem ser tratadas por meio de representacfes
simbolicas que permitem o adequado levantamento de possibilidades.”

Assim, diante dos desafios e dificuldades inerentes ao processo de ensino e aprendizagem
de alguns conteudos da Matematica, enfrentados tanto por parte dos alunos, quanto dos
professores, como por exemplo, os de Analise Combinatoria, resolvemos recorrer aos documentos
curriculares brasileiros para saber como é orientado o trabalho relacionado aos conceitos da
Combinatdria.

A seguir, apresentamos 0s seguintes documentos: os Parametros Curriculares Nacionais —
PCN (BRASIL, 1997; 1998); as OrientacGes Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio —
PCNEM (BRASIL, 2006); a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2017) e 0
Curriculo Referéncia de Minas Gerais — CRMG (2018), prescrevem o Ensino de Combinatoria
para 0s anos inicias e finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio.

Nesse sentindo, no Quadro 1 apresentamos o nivel de ensino, o documento curricular

explicitado, ciclo ou ano de Ensino e uma citagio ou habilidade®.

5 Desse ponto em diante utilizaremos a 32 pessoa do plural pelo fato de as reflexdes apresentadas sdo fruto de dialogos
com o orientador da pesquisa.
® As habilidades expressam as aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas aos alunos nos diferentes contextos
escolares (BNCC, 2017).
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Quadro 1: Documentos curriculares brasileiros e orientacfes quanto ao Ensino de Combinatéria

Ciclo/Ano

Citacdo/Habilidades

1% e 2° Ciclos’

Relativamente a Combinatdria, o objetivo € levar o aluno a lidar
com situagdes-problema que envolvam combinagdes, arranjos,
permutacdes e, especialmente, o principio multiplicativo da
contagem (BRASIL, 1997, p. 40).

4° ano

Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulével,
problemas simples de contagem, como a determinagdo do
numero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada
elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra,
utilizando estratégias e formas de registro pessoais (BRASIL,
2017, p. 291).

5%ano

Resolver e elaborar problemas simples de contagem
envolvendo o principio multiplicativo, como a determinacéo do
numero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada
elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra
colecdo, por meio de diagramas de éarvore ou por tabelas
(BRASIL, 2017, p. 295).

4% ano

Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determinacdo do
numero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada
elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra,
utilizando estratégias e formas de registro pessoais (CRMG,
2018, p. 688).

5%ano

Resolver e elaborar problemas simples de contagem
envolvendo o principio multiplicativo, como a determinagéo do
numero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada
elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra
cole¢do, por meio de diagramas de arvore ou por tabelas
(CRMG, 2018, p. 695).

3%e 4° Ciclos®

Relativamente aos problemas de contagem, o objetivo é levar o
aluno a lidar com situacbes que envolvam diferentes tipos de
agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do
raciocinio combinatério e a compreensdo do principio
multiplicativo para sua aplicagéo no célculo de probabilidades.
(BRASIL, 1998, p. 52)

Documento
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8°ano

Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucéo
envolva a aplicagdo do principio multiplicativo (BRASIL,
2017, p. 313).

71° Ciclo (faz referéncia a 12 e 22 série); 2° Ciclo (faz referéncia a 32 e 42 série).
8 39 Ciclo (faz referéncia a 5 e 62 série); 4° Ciclo (faz referéncia a 72 e 82 série).
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Resolver problemas de contagem cuja resolucdo envolva a
CRMG 8°ano aplicagdo do principio multiplicativo (CRMG, 2018, p. 718).

A Combinatdria ndo tem apenas a funcéo de auxiliar o célculo
das probabilidades, mas tem inter-relagdo estreita entre as ideias
de experimento composto a partir de um espago amostral
discreto e as operagdes Combinatdrias (BRASIL, 2006, p. 79).
PCNEM 1°a0 3°ano
A utilizacéo do diagrama de arvores é importante para clarear a
conexdo entre os experimentos compostos e a Combinatoria,
pois permite que visualizemos a estrutura dos maltiplos passos
do experimento (BRASIL, 2006, p. 79).

Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
diferentes tipos de agrupamento de elementos, por meio dos
principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias
diversas como o diagrama de arvore (BRASIL, 2017, p. 529).

Ensino Médio

BNCC 1°a0 3° ano
Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade e eventos aleatérios, identificando e descrevendo
0 espaco amostral e realizando contagem das possibilidades
(BRASIL, 2017, p. 529).

Fonte: Produzido pelos autores (2020).

A BNCC ¢ o documento curricular mais recente que norteia as equipes pedagdgicas na
elaboracdo dos curriculos locais, dessa forma determina as competéncias (gerais e especificas), as
habilidades e as aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver durante cada
etapa da Educacdo Bésica — Educacdo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. A BNCC
também sinaliza que essas competéncias, habilidades e conteldos devem ser 0s mesmos,
independentemente de onde as criancas, os adolescentes e 0s jovens moram ou estudam.

Podemos observar no Quadro 1, de acordo com os textos curriculares e os documentos aqui
apresentados (BRASIL, 1997, 1998, 2006, 2017, 2018), que ha orientacBes para que 0S processos
de ensino e de aprendizagem da Combinatdria sejam iniciados a partir dos anos iniciais do Ensino
Fundamental.

Na BNCC de Matematica do Ensino Fundamental (BRASIL, 2017), as habilidades estdo
estruturadas segundo unidades de conhecimento da propria area (Nimeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica). Sendo que a Combinatdria é pouco abordada
na unidade de conhecimento Probabilidade e Estatistica. Em relagdo a Probabilidade, “os
estudantes do Ensino Fundamental tém a possibilidade, desde os anos iniciais, de construir o
espaco amostral de eventos equiprovaveis, utilizando a arvore de possibilidades, o principio
multiplicativo ou simulagdes, para estimar a probabilidade de sucesso de um dos eventos” (BNCC,

2017, p. 518).
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Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o foco é a constru¢do de uma
visdo integrada da Matematica, aplicada a realidade de cada estudante. Nessa etapa, esses
diferentes campos da Matematica sdo integrados de forma ainda mais consistente. Assim, sdo
definidos, nessa etapa, um conjunto de pares de ideias fundamentais que produzem articulacGes
entre os varios campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Probabilidade e Estatistica, Grandezas
e Medidas (BNCC, 2017). De modo que, é dado maior énfase a Combinatdria, mas ainda de forma
timida, sem ser de fato um campo de estudo, e sim aliada com o estudo da Probabilidade. Visto
que o trabalho com a Combinatdria é um contetdo geralmente abordado no 2° ano do Ensino
Médio.

A BNCC na area de Matematica apresenta competéncias especificas de Matematica para
0s anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, dividas em: unidades tematicas; objetos de

conhecimento e habilidades.

Na definicdo das habilidades, a progresséo ano a ano se baseia ha compreens&o e
utilizacdo de novas ferramentas e também na complexidade das situacdes-
problema propostas, cuja resolucdo exige a execucdo de mais etapas ou nogoes
de unidades temaéticas distintas. Os problemas de contagem, por exemplo, devem,
inicialmente, estar restritos aqueles cujas solu¢fes podem ser obtidas pela
descricdo de todos os casos possiveis, mediante a utilizacdo de esquemas ou
diagramas, e, posteriormente, aqueles cuja resolucdo depende da aplicacdo dos
principios multiplicativo e aditivo e do principio da casa dos pombos. (BNCC,
2017, p. 275).

Para os anos inicias e finais do Ensino Fundamental indica-se a necessidade de o professor
propiciar diferentes situacdes de aprendizagem que possibilitem a exploracdo de diversos
conceitos e procedimentos em relagdo aos problemas de contagem e o principio multiplicativo da
contagem da unidade tematica NUmeros e sdo aplicados a partir do desenvolvimento de um
conjunto de habilidades, por meio de estratégias variadas, como a construgdo de diagramas,
esquemas e tabelas, etc. Como exemplo, temos (BNCC, 2017, p. 295): “Se cada objeto de uma
colegdo A for combinado com todos os elementos de uma coleg¢do B, quantos agrupamentos desse
tipo podem ser formados?”

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental, especificamente no 3° ou 4° ano, é quando se
sugere a introducdo as estruturas multiplicativas, dai o produto cartesiano € trabalhado junto com
outros significados dos problemas de estruturas multiplicativas - proporcionalidade, configuragdo
retangular e comparativa (PCN, 1997). Em um estudo das pesquisadoras Pessoa e Borba (2010)
acerca do “Desenvolvimento do raciocinio combinatorio na escolarizac¢do basica”, elas salientam
que alguns tipos de problemas de Combinatéria, como os problemas de arranjos, combinacGes e
permutacdes, ndo sdo explicitamente ensinados nesta etapa da escolarizagdo, mas séo enfatizados

no Ensino Médio.
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No que diz respeito aos anos iniciais do Ensino Fundamental, as orientacdes didaticas
referente ao eixo® “nimeros e operacdes”, na parte que trata do Campo das Estruturas
Multiplicativas, traz as situac@es associadas a ideia de Combinatoria. Por exemplo: Tendo duas
saias, uma preta (P) e uma branca (B) e trés blusas, uma rosa (R), uma azul (A) e uma cinza (C),
de quantas maneiras diferentes posso me vestir?

Analisando-se o problema, vé-se que a resposta a questdo formulada depende das
combinacBes possiveis, os alunos podem obter a resposta, num primeiro momento, fazendo
desenhos, diagramas de arvore, até esgotar as possibilidades: o resultado que acabamos de mostrar
traduz o numero de combinacdes possiveis e evidencia um conceito matematico importante, que é
0 de produto cartesiano. Observa-se que por “essa interpretacdo ndo se diferenciam os termos
iniciais, sendo compativel a interpretacdo da operagdo com sua representacao escrita. Combinar
saias com blusas € o0 mesmo que combinar blusas com saias e iSs0 pode ser expresso por 2 x 3 =
3 x 2.” (BRASIL, 1997, p. 73).

Com base nos PCN, relacionado aos 3° e 4° Ciclos do Ensino Fundamental, as orientagcGes
didaticas referente ao eixo nimeros e operagdes, também apresenta situacfes associadas a ideia da
Combinatdria. Por exemplo: Lancei dois dados: um vermelho e um azul. Quantos resultados
diferentes sdo possiveis de encontrar?

Nesse caso trata-se de uma situagdo em que € necessario determinar a quantidade de
elementos de uma colecdo finita, organizada de uma determinada maneira, contagem dos casos
possiveis. Supostamente, problemas como este podem ser resolvidos sem que seja necessario fazer
nenhum célculo, uma vez que a solucdo pode ser obtida pela contagem direta das possibilidades.
Nesse caso, 0 objeto da aprendizagem é a descoberta de um procedimento, como a construcdo de
uma tabela de dupla entrada ou de um diagrama de &rvore que assegure a identificacdo de todos
0s casos possiveis (BRASIL, 1998, p. 111).

A exploracdo dos problemas de contagem levara o aluno a compreender o
principio multiplicativo. Tal principio esta quase sempre associado a situa¢des do
tipo: Se cada objeto de uma colecdo A for combinado com todos os elementos de
uma colecdo B, quantos agrupamentos desse tipo pode-se formar?

Além disso, 0 emprego de problemas envolvendo Combinatéria leva o aluno,
desde cedo, a desenvolver procedimentos basicos como a organizacgao dos dados
em tabelas, graficos e diagramas, bem como a classificacdo de eventos segundo
um ou mais critérios, Uteis ndo s6 em Matematica como também em outros
campos, o que reforca a argumentacdo dos defensores de seu uso desde as séries
iniciais do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998, p. 137).

Nesse direcionamento, estudo de Borba (2016) aponta que criancas, a partir de cinco anos

de idade, sdo capazes de interpretar problemas combinatérios.

® Optamos por esta terminologia para contemplar a perspectiva de Blocos de Contetidos (PCN).
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Pessoa e Borba (2009) realizaram um estudo com alunos da Educacéo Bésica, observando
0 desempenho dos educandos do 2° e 3° anos ao resolverem dois problemas combinatdrios de cada
tipo (arranjo, combinacédo, permutagéo e produto cartesiano). Essa pesquisa apresentou como um
de seus resultados que criancas de 2° e 3° anos do Ensino Fundamental conseguem perceber as
caracteristicas dos problemas combinatorios. Porém, os alunos do 2° ano ainda apresentam
dificuldade em esgotar todas as possibilidades. J&, os alunos do 3° ano conseguem chegar ao final
das resolucdes, mesmo quando os resultados sdo maiores que 20.

O caderno 7 do PNAIC, ressalta a importancia do trabalho com as criancas desde o Ciclo

de Alfabetizacdo no que diz respeito ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio:

Podemos perceber que criangas com cinco, seis, sete e oito anos de idade, que
estdo ou que entrardo no Ciclo de Alfabetizacdo, sdo capazes de desenvolver um
raciocinio combinatério. Elas utilizam estratégias proprias de resolucdo e
algumas conseguem esgotar todas as possibilidades e outras, mesmo que nédo
consigam esgotar todas as possibilidades, demonstram que sdo capazes de
entender 0 que o problema solicita. H4, também, criancas que ndo conseguem
ainda compreender a logica dos problemas, mas que, se vivenciarem um trabalho
sisteméatico com problemas dessa natureza, poderdo desenvolver esse modo de
pensar. (BRASIL, 2014, p. 47).

E ainda,

Na resolugdo das criancas, observa-se que um dos maiores problemas é a ndo
contagem de todas as possibilidades. Isso ocorre porque o trabalho com a
Combinatdria exige uma organizacdo dos dados de forma particular. Essa
organizagdo é realizada em niveis diferenciados de abstragdo que culmina nos
anos finais do Ensino Médio em formulas. Sabendo disso, podemos auxiliar as
criancas na sistematizacdo de suas estratégias e no desenvolvimento de
ferramentas que podem ser Uteis (BRASIL, 2014, p. 47).

No estudo da Combinatdria, as estratégias de resolugdo dos problemas nao estdo prontas
de imediato, é necessario ser construidas, o que faz com que o aluno esteja frente a um problema
a ser resolvido.

Embora os problemas relacionados a Combinatdria fazem parte do Campo Conceitual das
Estruturas Multiplicativas, estes ndo sdo problemas multiplicativos comuns, sdo mais complexos
e, de um modo geral, ndo se resolvem via uma multiplicacdo direta. E notavel que a Combinatéria
€ um assunto formalizado no Ensino Médio, momento em que sdo tratados com uma excessiva e
desnecessaria quantidade de férmulas, por isso € muito importante um trabalho no Ensino
Fundamental que contemple o Principio Fundamental da Contagem e problemas combinatérios do
tipo: arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano.

Segundo as Orientagbes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares

Nacionais (PCN + Ensino Médio), no que diz respeito ao uso de formulas destaca-se:
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As férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério desenvolvido
frente Matematica a Resolucdo de Problemas diversos e devem ter a funcgdo de
simplificar célculos quando a quantidade de dados é muito grande. Esses
contetidos devem ter maior espaco e empenho de trabalho no ensino médio,
mantendo de perto a perspectiva da Resolu¢do de Problemas aplicados para se
evitar a teorizagdo excessiva e estéril. Espera-se que assim o aluno possa se
orientar frente a informacdes de natureza Estatistica ou probabilistica (BRASIL,
2002, p. 126-127).

De acordo com Vergnaud (1998 apud MARQUES et al., 2016), é sabido que a
aprendizagem do aluno esté diretamente relacionada com o ensino oferecido pelo professor. Nesse
sentido, para que o docente estimule seus alunos no uso de diferentes estratégias de resolucédo de
situacdes-problema, é essencial que as praticas realizadas em sala de aula os envolvam, os
desafiem e os motivem a resolvé-las. A metodologia de Resolugéo de Problemas pode ser um
caminho satisfatorio para levar o aluno a compreender as diferentes situagdes necessarias a
construcdo dos conceitos, uma vez que propicia um ambiente de investigacao, de exploragédo e de
reflexao.

Assim, a pesquisa intitulada: “Analise de estratégias de resolugdo mobilizadas por alunos
do 9° ano frente a atividades envolvendo raciocinio combinatorio” tem por objetivo identificar e
analisar as diferentes estratégias de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental na resolucao de
situacBes/problemas do Campo Conceitual Multiplicativo que envolve a Combinatéria.

Nesse sentido, os documentos curriculares sinalizam o que se espera que 0s estudantes
mobilizem com relagdo as estratégias de resolucdo ao se deparem com situacBes problema
envolvendo raciocinio combinatério. Desta forma listamos possiblidades de estratégias apontadas
em Brasil (1998, 2017 e 2018):

= Contagem direta das possibilidades: construcdo de diagramas; tabelas ou
esquemas;

= Determinacdo do nUmero de agrupamentos possiveis ao se combinar cada
elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra colegdo, por meio de
diagramas de arvore ou por tabelas.

» Resolucéo e elaboracdo dos problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordendveis ou ndo de elementos, recorrendo a estratégias diversas, como o
diagrama de arvore.

Observamos que as estratégias de resolucdo de problemas combinatorios mais indicadas
recaem na construcédo de diagramas, tabelas, esquemas e formas de registro pessoais. Dessa forma,
é muito importante que o estudante compreenda os conceitos envolvidos para utilizacdo coerente

dessas estratégias que os conduzem a solugdo esperada.

26



A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s8, permite também o desenvolvimento de uma nova forma
de pensar em Matemaética denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir
sobre a forma mais adequada de organizar nameros ou informacGes para poder
contar os casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma lista de férmulas,
mas como um processo que exige a construcdo de um modelo simplificado e
explicativo da situacdo (BRASIL, 2006, p. 126-127).

Portanto, a relevancia desse tema para a area de Educacdo Matematica terd contribuicfes
em relacdo ao ensino e aprendizagem dos alunos e préaticas pedagdgicas mais plausiveis para as
aulas de Matematica. Dai, se faz necessario, a formacédo sélida do professor de Matemaética e um
trabalho baseado no desenvolvimento de habilidades na resolugéo de situagOes-problemas no
Campo das Estruturas Multiplicativas, com énfase no raciocinio combinatorio, no qual permitem
aos alunos criarem suas proprias conjecturas, utilizando e comunicando suas proprias estratégias

de resolucéo de maneira mais clara e objetiva.

APRESENTACAO DO ESTUDO

Esta dissertacdo esta estruturada em 4 capitulos, organizados conforme a seguir:

No Capitulo 1, apresentamos um mapeamento das pesquisas que investigaram o campo das
estruturas multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud.
Enquanto o Capitulo 2 apresentamos a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud,
especificamente o campo multiplicativo, na qual apresentamos alguns conceitos que permitem ao
professor de matematica analisar e compreender como os alunos mobilizam os conhecimentos para
resolver problemas matematicos. Em seguida, discorremos sobre 0 objeto de estudo da presente
pesquisa, a analise Combinatoria: conceito e perspectivas tedricas de investigacdo, onde traz o
Principio Fundamental da Contagem como base para a construcdo de procedimentos formais da
resolucdo de situagdes/problemas envolvendo a Combinatoria.

Ja o Capitulo 3 apresenta o percurso metodoldgico da pesquisa, como: questdo de pesquisa,
objetivo e procedimentos de organizacdo e analise de dados. O Capitulo 4 com a analise dos
resultados, apresenta a descricdo e interpretacdo dos dados coletados através de uma sequéncia de
atividades aplicada para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental conforme os pressupostos
tedricos adotados nesta pesquisa.

Finalmente, nas Consideracgdes Finais apresentamos as conclusdes, destacando os dados que
foram relevantes durante a realizacdo da pesquisa, bem como apontamentos que julgamos
importantes no que se refere as estratégias mobilizadas pelos alunos participantes da pesquisa,
além de sugestdes para futuras investigacdes.
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Compondo a organizacdo estrutural, sdo apresentados as Referéncias Bibliograficas e os

Apéndices.
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CAPITULO 1 - MAPEAMENTO DE PESQUISAS SOBRE O CAMPO DAS
ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS NA PERSPECTIVA DA TEORIA DOS CAMPOS
CONCEITUAIS DE GERARD VERGNAUD

Neste capitulo apresentamos um mapeamento de pesquisas brasileiras sobre o Campo das
Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud.
Tal mapeamento foi realizado a partir de buscas por pesquisas disponibilizadas no Banco de
Dissertacbes e Teses da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES)™,

Sabemos que 0 mapeamento pode ndo conter todas as pesquisas realizadas no Brasil acerca
do Campo das Estruturas Multiplicativas no periodo delimitado, haja vista que esse tipo de estudo
é sempre intermitente. Além disso, um mapeamento depende das informacdes que os autores
declararam como foco da pesquisa, das palavras-chave, do titulo e principalmente do resumo. Em
algumas pesquisas, somente o titulo ndo favoreceu uma compreenséo clara do que trata o trabalho,
0 que nos conduziu a leitura dos resumos.

A seguir, apresentaremos os critérios e procedimentos desencadeadores para a composi¢ao

do mapeamento.

1.1 Critérios e procedimentos para a composi¢cdo do mapeamento

Para a estruturagéo do presente mapeamento optamos por explorar o Banco de Disserta¢oes
e Teses da CAPES!!, considerando as pesquisas de Mestrado e Doutorado defendidas dentro do
periodo (1997-2018) e os descritores de busca, “estruturas multiplicativas” (resultando em setenta
pesquisas) e “Campo Multiplicativo” (resultando em vinte e sete pesquisas). Desse modo,
considerando os critérios de busca, foram encontradas inicialmente, 97 pesquisas, sendo 66
dissertacdes de Mestrados Académicos, 14 dissertacdes de Mestrados Profissionais e 17 teses de
Doutorado.

A partir desse cérpus, construimos um banco de dados com os arquivos das dissertagdes e
teses, consideramos alguns elementos fundamentais para a construcdo do referido mapeamento,
tais como: 1D (identificacdo da pesquisa); Curso (mestrado/doutorado); Area de concentrago;
Titulo; Autor; Ano; Programa; Instituicdo e Resumo. Assim, elaboramos uma planilha eletrénica,

com o auxilio do software Excel, para que fosse possivel organizar os dados coletados.

10 Disponivel em: www.catalogodeteses.capes.gov.br
1 Mapeamento realizado entre os dias 12 e 16 de junho de 2019.
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De posse desse conjunto de instrumentos de organizacdo, demos inicio a leitura dos 97
resumos. Cabe ressaltar que, nem sempre, 0s elementos que buscavamos estavam explicitados nos
mesmos. Desse modo, precisamos realizar a leitura na integra das pesquisas para que pudéssemos
estruturar o mapeamento aqui proposto.

Ap0ds realizarmos a leitura dos titulos/resumos e/ou pesquisas, observamos que apenas 66
pesquisas versavam sobre o Campo das Estruturas Multiplicativas em contextos de ensino e/ou de
aprendizagem de Matematica. Além disso, é importante destacar que duas pesquisas ndo estavam
disponibilizadas na integra. Diante da dificuldade de localiza-las optamos por ndo as incluir no
presente mapeamento. Portanto, passamos a analisar um conjunto de sessenta e quatro estudos.

De posse dos resumos e textos das pesquisas, procedemos ao fichamento para identificar
determinados aspectos das investigacdes. Para analisarmos 0s resumos, elaboramos uma Matriz
de Anélise considerando os seguintes elementos: cadigo de identificacdo do trabalho; curso; titulo;
pesquisador; orientador; programa de Pds-Graduacdo; area; Instituicao; Estado; ano; problema de
pesquisa; objetivo; referencial tedrico; foco de pesquisa (aluno/professor/ materiais);
procedimentos de coleta e analise de dados; principais resultados.

Em seguida, apresentamos uma breve analise sobre as pesquisas que investigaram o Campo
das Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud,
detalharemos aspectos gerais e l6cus de producdo, os resultados oriundos dos processos de busca

e coleta de dados e a organizacgédo dos dados coletados.

1.2 Um olhar para as pesquisas sobre o Campo das Estruturas Multiplicativas na perspectiva

da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud.

Neste topico buscamos apresentar aspectos gerais e l6cus de produgdo, como ndmero de
pesquisas por nivel, nimero de producdes académicas por ano no periodo compreendido entre
1996 e 2019, Universidade e regido Brasileira onde essas pesquisas foram produzidas. Por fim,
destacamos alguns apontamentos e/ou resultados e foco de investigacdo dos pesquisadores, ou

seja, 0s sujeitos de pesquisa.

1.2.1 Aspectos gerais e l6cus de producao

O Gréafico 1 apresenta as sessenta e quatro pesquisas, destacadas em nossa busca,
distribuidas entre as modalidades de curso de Mestrados (Profissional ou Académico) e
Doutorado. Assim, passamos a identificar as perspectivas e tendéncias apresentadas por essas
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pesquisas brasileiras no periodo de 1997 até 2018 sobre o Campo das Estruturas Multiplicativas

na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud.

Gréfico 1: Pesquisas que investigaram Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud
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Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Observamos que o numero de dissertacGes de Mestrado (Profissional ou Académico)
representam um percentual superior a 80% das pesquisas defendidas. Podemos perceber um
numero bem inferior de teses de doutorado. 1sso pode estar relacionado aos programas de Pos-
Graduacdo de onde originaram o maior nimero de pesquisas de mestrado, ndo ofertar o curso de
Doutorado.

A seguir, o Gréfico 2 ilustra o nimero de producdes académicas por ano, do total das

pesquisas, cinguenta e quatro sdo de Mestrado (Académico e Profissional) e onze de Doutorado.
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Gréfico 2: Distribuicao das pesquisas envolvendo Estruturas Multiplicativas, na perspectiva da Teoria dos
Campos Conceituais de Vergnaud, no periodo de 1997 a 2018.
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Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Com base no periodo analisado, podemos perceber no Grafico 2 que, durante os dez
primeiros anos, produziu-se apenas seis pesquisas, enquanto que na segunda década a producéo
cresceu expressivamente, com trinta e nove estudos, reflexo do crescente interesse pelo assunto e
do aumento da quantidade de programas de pds-graduacdo Educacdo, Educacdo Matematica,
Ensino de Matematica e Ensino de Ciéncia e Matematica. Também, podemos inferir que 2017, foi
0 ano em que teve 0 maior nimero pesquisas de mestrado defendidas.

Os dados apresentados neste mapeamento, nos mostram que essa temaética referente as
Concepgdes do Campo Conceitual e de Campo Multiplicativo propostas por Vergnaud, vem se
destacando ao longo das duas ultimas decadas, principalmente nos ultimos quatro anos. Na Figura
1, evidenciamos a regido do pais e as Universidades onde essas pesquisas foram produzidas com

maior frequéncia.
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Figura 1: Numero de pesquisas produzidas (por Universidade) e por Regido Brasileira

Universidade Federal do Para (1)

Universidade Federal do Ceara (3)
Universidade Estadual do Ceard (5)

Universidade Federal de Pernambuco (12)

Universidade Federal de Alagoas (2)

Universidade Estadual de Santa Cruz (11)
Universidade Federal de Ouro Preto (1)
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia (1)
Universidade do Estado do Rio de Janeiro {2)

Pontificia Universidade Catdlica de S3o Paulo (7)
Universidade Anhanguera de S3o Paulo (5)
Universidade Cruzeiro do Sul (2)
Universidade Estadual de Campinas (1)

Universidade Federal do Parana (1)
Universidade Estadual de Marings (1)

Universidade Federal do Rio Grande do Sul {3)
Universidade Luterana do Brasil {2)
Fundagdo Universidade de Passo Fundo (1)
Univ. Reg. do Noroeste do Estado do Rio Grande do Sul {1)

Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Desta maneira verificamos, na Figura 1, uma concentracdo de trinta e trés pesquisas na

regido nordeste do Brasil, notamos algumas evidéncias que podem ter gerado esse nimero bem

expressivo para a regido, com a adesdo das Universidades ao projeto OBEDUC?, criou-se um

projeto intitulado “Um estudo sobre o dominio das Estruturas Multiplicativas no Ensino

Fundamental (E-Mult)”, desenvolvido em rede, nos estados da Bahia, do Ceara e de Pernambuco,

que resultou em uma grande producédo académica. E também, as pesquisadoras dessa tematica que

atuam nos programas em Educacdo Matematica da Universidade Federal de Pernambuco, a Rute

Elizabete de Souza Rosa Borba; da Universidade Estadual de Santa Cruz, a Sandra Maria Pinto

Magina; Vera Lucia Merlini e Eurivalda Ribeiro dos Santos Santana, foram as que mais

apareceram como orientadoras dos estudos.

12,0 Programa Observatorio da Educagdo (OBEDUC), resultado da parceria entre a Capes, o INEP e a SECADI. Foi
instituido em 2006 com o objetivo de fomentar estudos e pesquisas em educacdo. O OBEDUC visa, também,
proporcionar a articulacdo entre pos-graduacdo, licenciaturas e escolas de educacdo basica, com o propdsito de

estimular producdo académica e formacéo.



O restante das pesquisas, foram produzidas nas regides Norte, Sudeste e Sul, com um,
dezenove, e onze trabalhos, respectivamente. Salientamos que ndo foram encontradas pesquisas
na regido Centro-Oeste do Brasil.

Ainda considerando o exposto na Figura 1, evidenciamos também, quais estados e
Universidades foram desenvolvidas estas pesquisas. Observamos que a maior concentracéo desses
estudos, sdo oriundos da Universidade Federal de Pernambuco/PE, com 12 pesquisas; seguido da
Universidade Estadual de Santa Cruz/BA, com 11 pesquisas e a Pontificia Universidade
Catolica/SP com 7 pesquisas, 0 que representa um percentual de 46,87% de toda a producao
académica, ou seja, quase metade dos estudos originaram de apenas trés Universidades, das
dezenove que fizeram parte do mapeamento. Sendo assim, os estados do Pernambuco e Bahia
estdo com a maior representatividade, acompanhado do estado de S&o Paulo.

As instituicdes publicas respondem por 73,43% das pesquisas, isso decorre das instituicdes
publicas concentram mais de 80% dos programas de pds-graduacao existentes no Brasil, para cada
cinco Programas de Pés-graduacio no pais, quatro estio em instituices publicas'®. Enquanto, as
instituicdes privadas representam um percentual de 26,56% da producéo académica.

Passamos a seguir, a apresentacao dos sujeitos de pesquisa e/ou objeto de investigacao das
pesquisas, ndo sera possivel contemplar todas, pois as pesquisas que constam no mapeamento ndo
€ nosso objeto de estudo, e sim, compreender possiveis lacunas e tendéncias acerca do Campo das
Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais para melhor conduzir

a nossa dissertagdo de Mestrado.

1.2.2 Sujeitos de pesquisa e/ou Objeto de investigacdo

Ap0s a organizacdo de aspectos fisicos tais como nimero de pesquisas, ano de producdo,
instituicdo e regido do pais, iniciamos uma breve analise do conteudo dessas investigacdes com o
intuito de verificarmos quais foram os Sujeitos de pesquisa e/ou Objeto de investigacdo, para isso,
recorremos aos resumos e até mesmo o texto completo das pesquisas. O Gréafico 3, ilustra essa

distribuicéo.

13 Fonte: Plataforma Sucupira, Capes.
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Gréfico 3: Segmentacdo das pesquisas por Sujeito de pesquisa e/ou Objeto de investigacao
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Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Ao fazer as leituras, percebemos que mais da metade dos estudos tinham como Sujeito de
pesquisa, os estudantes. Além disso, todas as pesquisas analisadas assumem a abordagem
qualitativa da pesquisa com caracteristicas de estudos exploratorio, intervencionistas ou mesmo
estudos de caso.

Convém destacar, ainda, que identificamos vinte e quatro estudos envolvendo os
professores de Matematica como sujeitos de pesquisa. De modo geral, observamos que tais
pesquisas buscaram investigar saberes docentes, crencas ou participaram de uma formacéo docente
conforme as proposi¢cdes de Vergnaud sobre campos conceituais, em especial, na Estrutura
Multiplicativa.

E por fim, sete pesquisas tiveram como objeto de investigacdo os diferentes usos de
materiais curriculares. Nesse sentido, tais pesquisas focalizaram andlise de livros didaticos, de
Propostas Curriculares e Curriculos de diferentes Secretarias de Educacdo, além de manuais de
ensino e os Parametros Curriculares Nacionais.

Diante do exposto, buscamos descrever o nivel de escolaridade no qual estes estudos se
destinaram. Para tanto, elaboramos os quadros 2, 3 e 4 seguindo uma ordem cronoldgica, nos quais
buscamos evidenciar os sujeitos de pesquisa e/ou objeto de investigacdo, com os respectivos niveis
de ensino e seus autores.

Como mencionado anteriormente, nossa intencéo deste capitulo é apresentar um panorama

das pesquisas, sem a pretensdo de esgotar as discussdes sobre os focos de investigacdo das mesmas.

a) Pesquisas envolvendo estudantes de diferentes niveis de ensino

A partir do Quadro 2, discorremos sobre 0s sujeitos de pesquisa, “aluno” e o nivel de ensino
das respectivas pesquisas. Constatamos que as pesquisas que escolheram o aluno como principal

sujeito de estudo e focou nos Anos iniciais do Ensino Fundamental, representam 28,12% das
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pesquisas mapeadas, ja para os Anos finais do Ensino Fundamental, com 20,31% e percentuais
muito baixo para a Educacdo de Jovens e Adultos — EJA e estudante do Ensino Superior, um
percentual de 3,12% voltada a EJA e apenas 1,56% foi adotado como sujeito de pesquisa 0

estudante do ensino superior.

Quadro 2: Distribuicdo das pesquisas cujos sujeitos envolvidos séo alunos.

Sujeitos Nivel de Ensino Autores
envolvidos

Silva (1999); Batista (2002); Guimaraes
Anos iniciais do (2004); Placha (2006); Santana (2008); Silva
Ensino Fundamental (2010); Backendorf (2010); Lima (2012);
Ferreira (2012); Zaran (2013); Fiore (2013);
Sena (2015); Oliveira (2015); Teixeira
(2016); Melo (2017); Nascimento (2017);
Aluno Santana (2018); Oliveira (2018).
Bonanno (2007); Barbosa (2008); Rasi
Anos finais do Ensino | (2009); Fioreza (2010); Porto (2015); Pereira
Fundamental (2015); Ferraz (2016); Castro (2016); Leite
(2016); Dias (2016); Almeida (2017); Aguiar
(2017); Pires (2018).
EJA Lima (2010); Lima (2018).
Ensino Superior Carvalho (2017)
Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Diante do exposto, concluimos que mais de 50% das pesquisas tiveram como sujeito de
pesquisa o aluno, os trabalhos que compdem esse eixo sdo as pesquisas com situagdes de ensino,
intervengdes ou propostas que estudam os processos de ensino e de aprendizagem acerca do
Campo Conceitual Multiplicativo. Dos trabalhos que compdem o aluno como sujeito de pesquisa,
temos vinte e nove dissertagdes de mestrado e apenas cinco teses de doutorado, sugerindo que ndo

hé& muita continuidade de pesquisa de Mestrados para Doutorados.

b) Pesquisas envolvendo a prética e a formacao de professores

Quanto as pesquisas que apresentam o professor como sujeito de pesquisa, podemos
observar no Quadro 3, vinte e trés delas foram direcionadas aos professores que atuam nos Anos
iniciais e Finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Notamos a auséncia de estudos relacionados
ao professor do Ensino Superior, e apenas uma pesquisa em que o professor do Ensino Médio foi
assumido enquanto sujeito de pesquisa. Temos um percentual de 35,93% entre dissertacdes e teses
que consideraram o professor como sujeito de pesquisa, investigando a formacdo docente, suas
crencgas, saberes e conhecimentos. O quadro a seguir exibe 0s autores com 0 respectivo ano em

que a pesquisa foi concluida.
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Quadro 3: Distribuicdo das pesquisas cujos sujeitos envolvidos sdo professores.

Sujeitos Nivel de Ensino Autores
envolvidos

Canobas (1997); Santos (2006);
Vasconcelos (2008); Silva (2009);
Yamanaka (2009); Alencar (2012);

Anos iniciais do Ensino Silva (2014); Borga (2015); Maia
Fundamental (2016); Lima (2016); Castro (2016);
Professor Brito (2017); Luna (2017); Santos

(2017); Santos (2017); Oliveira
(2017); Silva (2018).
Anos inicias e finais do Souza (2015); Barreto (2016); Milagre

Ensino Fundamental (2017); Correia (2018).
Anos finais do Ensino Moreira (2014)
Fundamental e Ensino Médio
Ensino Médio Medeiros (2018)

Fonte: Produzido pelos autores (2020).

No entanto, evidenciamos que os estudos que consideraram o professor como sujeito de
pesquisa, que apesar de possuir um ndmero reduzido de pesquisas em relacdo aos estudos
direcionados ao aluno como sujeito, ja contabilizam cinco teses de doutorado predominando assim

um maior interesse pelo assunto, e também a existéncia de continuidade de pesquisas.
c) Pesquisas envolvendo Materiais curriculares e estudos tedricos

Por ultimo, construimos o topico referente aos trabalhos que investigaram Materiais
curriculares, como: livros didaticos; analise de documentos oficiais, mapeamento e estudos
tedricos acerca do Campo Conceitual Multiplicativo, o que representa o percentual de 10,9% das

pesquisas mapeadas. Na sequéncia, 0 Quadro 4, indica a composicado desses estudos.

Quadro 4: Distribuicdo das pesquisas envolvendo Materiais curriculares.

Objeto de Tipo de material Autores
investigacao curricular
Livro didatico Filho (2009); Martins (2010); Castro (2016).
Materiais Anadlise de documentos Niemann (2013); Soares (2016).
curriculares Mapeamento Beyer (2018).
Estudo tedrico Zanella (2013).

Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Concluimos, que os pesquisadores que tiveram como sujeitos de pesquisa, aluno ou
professor, os estudos em sua maioria, foram voltados para os anos inicias do Ensino Fundamental.
Podemos evidenciar tal fato, a partir da criagédo do projeto OBEDUC, as pesquisas em sua maioria

originaram a partir do projeto intitulado “Um estudo sobre o dominio das Estruturas
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Multiplicativas no Ensino Fundamental (E-Mult)”, vinculado ao programa, integrando
Universidades da regido nordeste do Brasil.

Por fim, os conteddos matematicos explorados nas pesquisas mapeadas foram, as
operacgdes basicas, mais especificamente, multiplicacdo e a divisdo, razdo, proporcdo, funcéo,
fracdo; porcentagem, combinatdria, sendo que, apenas quatro dessas pesquisas apresentavam uma
abordagem mais especifica em relacdo a tematica, raciocinio combinatério. A seguir, detalharemos

tais estudos pelo fato de estarem proximos ao nosso interesse de investigacao.

1.3 Pesquisas que investigam o Raciocinio Combinatdrio na perspectiva da Teoria dos

Campos Conceituais de Vergnaud

Como anunciado anteriormente, a primeira parte do desenvolvimento da pesquisa era
mapear dissertacdes e teses acerca do Campo das Estruturas Multiplicativas na perspectiva da
Teoria dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud. Dessa forma, possibilitou conhecer a
producdo académica relacionada a tematica. O mapeamento nos oportunizou conhecer os estudos
realizados, bem como compreender os significados das expressdes associadas ao raciocinio
combinatério, o referencial tedrico e, também, ideias que emergiram das leituras das pesquisas.

Apds o mapeamento consolidado percebemos um numero reduzido de trabalhos cuja a
abordagem se trata do tema Raciocinio Combinatério perspectiva da Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud. Nesse sentindo, 0 mapeamento nos permitiu comprovar tal lacuna e,
desse modo, nos ajudar a evidenciar a relevancia do presente estudo.

Além disso, pelo fato de tais estudos se aproximarem do nosso objeto de pesquisa,
buscamos descrevé-los considerando aspectos como a questdo de investigacdo, os métodos de
producdo de dados e alguns dos principais resultados dessas pesquisas. Antes, porém,
apresentamos, no Quadro 5, uma sintese das pesquisas que abordam o Raciocinio Combinatério

na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais.

Quadro 5: Pesquisas que abordam a tematica: Raciocinio Combinatério

Titulo Autor Ano Instituicdo Curso
A solucdo de problemas de Kelly Cristine 2006 UFPR-PR Mestrado
produto de medidas de criancas Placha

da 3? série do Ensino
Fundamental e a intervencéo do
professor.

O raciocinio combinatdrio de Rita de Céssia | 2010 UFPE-PE Mestrado
alunos da educacéo de jovense | Gomes de Lima

adultos: do inicio da
escolarizacdo até o ensino

médio.
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Os conhecimentos acerca dos Francis Miller 2014 UESC-BA Mestrado
conceitos de analise Barbosa Moreira
Combinatdria de professores
que ensinam Matematica: um
estudo diagnostico.
Raciocinios combinatério e Ewellen Tenorio | 2018 UFPE-PE Mestrado
probabilistico na EJA: de Lima
investigando relacdes.
Fonte: Produzido pelos autores (2020).

Como podemos evidenciar no quadro anterior, todas as pesquisas identificadas foram
desenvolvidas em nivel de Mestrado. A seguir apresentaremos uma breve descri¢do de cada uma
delas, buscando identificar suas contribuicdes e possiveis lacunas de investigacdo no ambito da
Educacdo Matematica.

A pesquisa de Placha (2006) teve como questdo central de investigagdo: como ocorre 0
processo de aprendizagem de relagdes multiplicativas de produto de medidas de criancas da 3&.
série, na solucdo de problemas, sob a intervencdo do professor? Trata-se de uma pesquisa de
carater exploratério, de natureza qualitativa, que investigou o processo de aprendizagem de
criangas, das estruturas multiplicativas, conforme as proposi¢cGes de Vergnaud sobre campos
conceituais.

Para a coleta de dados, foram apresentados oito problemas de estrutura multiplicativa do
tipo produto de medidas. A pesquisa foi realizada com cinco criangas de terceira série dos anos
inicias do Ensino Fundamental. Para a analise dos dados e discusséo dos resultados foram tomados
como base os estudos de Moro e Soares (2006), onde estdo descritos os niveis e subniveis de
raciocinio combinatorio.

Nas discussoes sobre os resultados a pesquisadora salienta que,

Os resultados desta pesquisa indicam que os avangos das criangas no processo de
aprendizagem de relagGes multiplicativas de produto de medidas, de niveis menos
avancados de solucdo para niveis mais avancados de solucdo, no decorrer da
solucdo dos problemas, estdo ligados as formas de intervencédo utilizadas pela
experimentadora (PLACHA, 2006, p. 265).

A pesquisadora assinala para alguns dos resultados da sua pesquisa, 0s quais considerada

de fundamental importancia para professores e pesquisadores na area da Educacdo Matematica.

[...] a necessidade de o professor incentivar e estimular as criancas a utilizacao de
estratégias proprias de calculo; a relevancia do trabalho com os conceitos
matematicos a partir da solucdo de problemas; a importancia de o professor
identificar e acompanhar o processo de aprendizagem das criancas para que possa
realizar intervencgdes significativas; a relevancia das interpretacdes das criancas
sobre as solucbes notacionais e verbais que utilizam quando solucionam
problemas; a importancia do trabalho com as estruturas multiplicativas na
Educacéo Infantil e nas séries iniciais do Ensino Fundamental e a necessidade de
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o0 professor compreender 0s conceitos matematicos que trabalha com as criancas.
(PLACHA, 2006, p. 270).

Diante das ponderacgdes, a pesquisadora ainda ressalta que o trabalho com o raciocinio
combinatério deve partir sempre do nivel de compreensdo em que as criangas se encontram. Em
sua pesquisa, buscou durante a solucdo dos problemas pelas criangas, procurar partir sempre do
nivel de compreensdo que as criangas dominavam sobre raciocinio combinatorio.

Observamos que duas pesquisas (LIMA, 2010; LIMA, 2018) tiveram a mesma orientadora,
Rute Elizabete de Souza Rosa Borba, do Programa de Educacdo Matematica e Tecnoldgica da
Universidade Federal do Pernambuco. Os dois trabalhos realizaram a coleta de dados com alunos
da modalidade de ensino EJA. Lima (2018), além de explorar os problemas de Combinatoria,
buscou focar nas relacdes que se estabelecem entre os conhecimentos da Combinatéria e da
Probabilidade.

A pesquisa de Lima (2010) teve como objetivo analisar a compreensdo de individuos da
Educac&o de Jovens e Adultos (EJA) em cinco niveis desta modalidade de ensino sobre problemas
de Estruturas Multiplicativas, especificamente os que envolvem o raciocinio combinatério de
naturezas distintas (arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano). Participaram do
estudo 150 alunos da EJA de cinco institui¢cbes (uma municipal, duas estaduais, uma federal e uma
mantida pelo Servico Social do comércio (SESC).

A pesquisa esta respaldada na Teoria dos Campos Conceituais € 0 Campo das Estruturas
Multiplicativas de Vergnaud. Assim, foi aplicado um teste com os alunos da Educacgéo de Jovens
e Adultos, sendo 16 questdes multiplicativas e de combinatoria (duas questdes para cada tipo de
problema), elaborado a partir do estudo de Selva e Borba (2008) intitulado Sondando o
conhecimento de professoras sobre o desenvolvimento conceitual multiplicativo. Os problemas de
Combinatoria fazem parte do estudo de Pessoa (2009), “Quem dangca com quem: a compreensdo
do raciocinio combinatorio dos 7 aos 17 anos”.

Nesse sentido, a pesquisadora buscou apresentar sua anlise e discussdo dos resultados por
desempenho em funcdo da série; desempenho por tipo de problema multiplicativo e combinatorio
em funcdo da série; desempenho em funcdo dos anos de estudo, ja que muitos desses alunos tém
muita disparidade entre sua permanéncia na escola; desempenho em funcdo da faixa etaria;
desempenho por profissdo exercida; tipos de respostas apresentadas pelos alunos nos médulos e
nas atividades profissionais e por fim, tipos de estratégias utilizadas pelos alunos por tipo de
problemas multiplicativos e por profissdes. Acreditamos que tal detalhamento se justifica em
funcdo do ndmero de alunos e da variacao dos médulos que os alunos cursavam.

Lima (2010) afirma que:
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Em todos os madulos (séries) os problemas de produto cartesiano, especialmente
0 de produto cartesiano direto, foram os que apresentaram o maior percentual de
acertos. De acordo com o estudo de Pessoa (2009), isso pode acontecer por
influéncia da escola, pois os problemas que envolvem o raciocinio combinatério
geralmente sdo explicitamente trabalhados com as criangas a partir do 3° ou 4°
ano do Ensino Fundamental, sendo o produto cartesiano trabalhado em conjunto
com outros significados das estruturas multiplicativas, por exemplo,
proporcionalidade, configuracdo retangular e comparativa. (LIMA, 2010, p. 92).

A pesquisadora faz uma inferéncia com relacdo a um dos objetivos principais da pesquisa

no aspecto relacionado a comparacéo do desempenho em funcéo da escolaridade, e afirma que:

Quando relacionados com os anos de escolarizagdo, percebeu-se que a medida
gue avangavam na escolarizacdo também ocorreram avancos nos desempenhos
com relacdo a compreensdo dos significados dos problemas, ou seja, no sentido
gue avangavam nos anos escolares, os alunos iam utilizando os conceitos-em-
acdo caracteristicos de cada tipo de problemas dos conceitos combinatdrios,
(LIMA, 2010, p. 126).

Ja a pesquisa de Lima (2018) buscou analisar contribui¢Ges que a exploracdo de problemas
combinatdrios pode trazer para o raciocinio probabilistico e vice-versa no contexto da Educacgéo
de Jovens e Adultos. A pesquisa teve como foco as relagbes que se estabelecem entre 0s
conhecimentos da Combinatéria e da Probabilidade. Trata-se de uma investigacdo de carater
quanti-qualitativo que buscou respaldo tedrico na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud e
na revisdo de literatura trouxe a Educacdo de Jovens e Adultos (EJA). Desse modo apresenta e
reflete sobre um apanhado das propostas curriculares para a EJA, assim como estudos anteriores
voltados a tematica dessa modalidade de ensino.

A pesquisadora afirma que alguns dos resultados se confirmam com os achados de Lima
(2010), por exemplo em relacdo a escolaridade, “a medida que avanc¢ava o nivel de escolarizagao,
percebeu-se uma melhor compreensdo dos invariantes dos problemas abordados e 0 uso de
representacdes simbdlicas e estratégias mais adequadas as suas resolucbes”, Lima (2018, p. 78,
grifos do autor).

A pesquisadora destaca para o fato de que a articulacdo entre Combinatdria e Probabilidade
deve ser pensada de maneira ndo dissociada tendo em vista o desenvolvimento dos raciocinios

combinatério e probabilistico:

[...] desse modo, dado o observado a partir da realizacdo do presente estudo
exploratério com estudantes da EJA, defende-se que a articulagdo entre os
raciocinios combinatorio e probabilistico pode beneficiar o desenvolvimento de
ambos nessa modalidade de ensino. Foi possivel perceber, assim, contribuicoes
gue surgem entre conhecimentos de Combinatéria e Probabilidade através da
Resolucdo de Problemas que permitem uma relagdo entre ambos os raciocinios.
(LIMA, 2018, p. 137).
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Dando sequéncia aos estudos que abordaram o Raciocinio Combinatdrio, na perspectiva
da Teoria dos Campos Conceituais, a pesquisa de Moreira (2014) investigou o desempenho e as
estratégias apresentadas por professores que ensinam Matematica ao lidar com problemas
envolvendo Analise Combinatoria. Adotou-se como embasamento tedrico a Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud (1996), especialmente no campo das Estruturas Multiplicativas - eixo
produto de medidas, no qual a Analise Combinatéria estd inserida; e também nas ideias de
Shulman (1986, 2005) no que se refere a importancia do conhecimento do professor para a sua
pratica e o desenvolvimento profissional. Participaram da pesquisa 18 professores que lecionam
Matematica, que estavam iniciando as atividades do Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT) de uma Universidade publica do sul da Bahia.

O pesquisador apresentou os resultados de sua pesquisa sob trés aspectos: Perfil dos
professores, analise quantitativa do desempenho dos professores e analise qualitativa dos tipos
de respostas e estratégias. Em relacéo ao perfil dos professores, "os professores estdo preocupados
com sua formacao, pois além de todos (exceto um) serem licenciados em Matematica, 11 destes
ja passaram por um curso de especializacdo e todos atualmente cursam o Mestrado Profissional
em Matematica" (MOREIRA, 2014, p. 144).

No que se refere a analise guantitativa do desempenho dos professores, o autor afirma:
"percebemos que os professores demonstraram menor dificuldade nas situacbes de arranjo,
seguido de produto cartesiano, permutacédo e, por fim, as maiores dificuldades nos problemas de
combinacdo” (MOREIRA, 2014, p. 145). Quanto a analise qualitativa dos tipos de respostas e
estratégias, "as estratégias mais utilizadas foram o principio fundamental da contagem e as
férmulas, o que demonstrou uma preferéncia dos professores por métodos mais formais de
resolucdo” (MOREIRA, 2014, p. 145).

Além disso, 0 autor ressalta que a pesquisa atendeu ao objetivo proposto e no decorrer do
desenvolvimento da pesquisa, algumas ideias, surgiram como possibilidades de encaminhamentos

para futuras pesquisas. Segundo Moreira (2014),

Ao desenvolver esta pesquisa com o intuito de investigar o desempenho de
professores ao resolver problemas sobre Analise Combinatéria, nos deparamos
com um quadro que demonstra varias lacunas no conhecimento desses
professores acerca desse contetido. A partir dai, nos questionamos o quanto essas
lacunas estdo relacionadas & formagéo desses professores? Isto é, de que forma
0s conceitos relacionados a Analise Combinatéria estdo sendo trabalhados nos
cursos de formacdo de professores de Matematica? Assim, sugerimos que
facamos uma reflexdo sobre a formacdo dos futuros e atuais professores que
ensinam Matematica acerca do ensino da Analise Combinatéria (MOREIRA,
2014, p. 149).
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De modo geral, os estudos até aqui apresentados, evidenciaram que ha muitas barreiras na
aprendizagem dos conceitos combinatérios e que os alunos apresentam grandes dificuldades na
compreensdo desses conceitos. Pires (2018), por exemplo, afirma que o Campo Conceitual
multiplicativo, nas relacGes ternarias, no eixo produto de medidas, nas classes configuracao
retangular e Combinatoria, numa perspectiva de Resolucédo de Problemas € ainda pouco trabalhado
nos anos finais do Ensino Fundamental, visto que os resultados obtidos a partir da analise das
estratégias utilizadas pelos estudantes apontam para uma soma de parcelas repetidas ou subtragdes
sucessivas.

Nesse sentindo, ao finalizarmos este mapeamento, é importante salientar que, apos
identificarmos quatro estudos sobre o Raciocinio Combinatério, um ndmero bem reduzido de
pesquisas acerca da temética em questdo, seguindo nesta direcdo acreditamos que iremos
contribuir com mais uma pesquisa para que haja melhor compreensdo do processo de
aprendizagem que envolvem o Raciocinio Combinatorio no campo das Estruturas Multiplicativas
na perspectiva teorica de Vergnaud.

Em posse dos resultados desse mapeamento, optamos por delimitar nosso objeto de
investigacdo focado em andlises das estratégias de resolucdo de atividades envolvendo raciocinio
combinatério. Consequentemente, o Produto Educacional que decorre da presente investigacao,
assumira a perspectiva dos dispositivos de formacgéo, buscando contribuir com a proposicao de
uma proposta formativa pautada no Ensino de Combinatoria.

Contudo, como assumiremos a perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud como um dos alicerces desta pesquisa, a seguir, apresentaremos alguns pressupostos
deste quadro tedrico bem como discussdes sobre o campo das Estruturas Multiplicativas e Analise

Combinatoria.
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CAPITULO 2 -PRESSUPOSTOS TEORICOS: TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS,
PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM E ANALISE COMBINATORIA

Neste Capitulo apresentamos 0s pressupostos teoricos que alicergcam a presente pesquisa.
Num primeiro momento debrugamos sobre a Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud
para dar suporte tedrico em termos da compreensdo de determinados procedimentos e conceitos
relacionados ao estudo da Analise Combinatoria, segundo discorremos sobre alguns topicos e
conceitos referente ao Principio Fundamental da Contagem (PFC) presentes em
situacdes/problemas que envolvem a Analise Combinatoria (parte da Matematica que estuda os
agrupamentos a partir de alguns critérios), enfatizando quatro tipos de problemas: produto

cartesiano, arranjo, permutacéo e combinacéo.

2.1 Alguns pressupostos da Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud

A Teoria dos Campos Conceituais foi desenvolvida na década de 1970, pelo psicélogo e
pesquisador francés Gérard Vergnaud (1990; 2009). Trata-se de uma teoria cognitivista, que nos
ajuda a entender como as criangas constroem o0s conceitos matematicos. Nesse sentido, oferece
um quadro coerente e alguns fundamentos para o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem
de competéncias complexas (VERGNAUD, 1990).

Autores como Moreira (2002); Magina (2005) e Pessoa e Borba (2010) indicam que a
Teoria dos Campos Conceituais possibilita uma base sélida as pesquisas sobre atividades
cognitivas, em especial, com referéncia a aprendizagem da Matematica, numa perspectiva de
Campo Conceitual, isto €, estudar as varias relacdes existentes entre 0s conceitos matematicos.

Antes de seguirmos, € importante sinalizar que optamos por apresentar apenas alguns dos
pressupostos da Teoria dos Campos Conceituais que podem auxiliar na compreensdo do nosso
objeto de estudo. Dentre estes pressupostos, discorreremos sobre a no¢do de Campo Conceitual,
algumas contribuicdes de pesquisadores brasileiros na perspectiva da Teoria dos Campos

Conceituais e, também, sobre 0 Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas.

2.1.1 A Teoria dos Campos Conceituais

A ideia de Vergnaud em estudar um Campo Conceitual e ndo um conceito se justifica pelo
fato deste Gltimo estar presente em varias situacfes que dao sentido a um determinado conceito.

Por outro lado, em uma mesma situa¢do sdo evocados Varios conceitos, ou seja, numa situacéo
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problema qualquer, por mais simples que seja, nunca um conceito aparece isolado (VERGNAUD,
1990).

Segundo Vergnaud (1990, p. 1, traducdo nossa), “a Teoria dos Campos Conceituais ndo é
especifica da Matematica; mas tem sido elaborado em primeiro lugar para dar conta dos processos
progressivos de conceituacao das Estruturas Aditivas, estruturas multiplicativas, relacdes nUmero-
espaco e algebra”4,

Nesse sentido, Magina, Merlini e Santos (2016, p. 520), afirmam que “podemos nos referir
a um Campo Conceitual como sendo um conjunto de problemas ou situacdes, cuja analise e
tratamento requerem varios tipos de conceitos, procedimentos e representacdes simbdlicas, 0s
quais se encontram em estreita conexao uns com os outros”.

A assimilacdo de um Campo Conceitual, ou seja, a capacidade de resolver problemas nas
mais diversas situac¢des nas quais se faz presente um determinado conceito, ndo ocorre em poucos
meses, nem mesmo em alguns anos. Ao contrario, novos problemas e novas propriedades devem
ser estudados ao longo de varios anos se quisermos que os alunos progressivamente os dominem.
Diante dessa visao, um conceito ndo pode ser reduzido a uma definicéo, sobretudo se estivermos
interessados em seu ensino e em sua aprendizagem.

Nesse sentido, um Campo Conceitual ¢ “um conjunto de situagcGes cujo tratamento implica
esquemas, conceitos e teoremas em estreita relacdo, assim como representacdes linguisticas e
simbolicas que podem ser utilizadas para simboliza-los” (VERGNAUD, 1990, p. 147).

Com base em Vergnaud (1986, p. 84), trés argumentos importantes para a compreensao do
que é um Campo Conceitual e as razdes pelas quais € mais conveniente estudar os campos e nao
0s conceitos isolados.

Em primeiro lugar, uma situacdo dada ndo dispde, geralmente, em execucdo todas as
propriedades de um conceito. Se queremos fazer os alunos encontrar todas estas propriedades é
preciso fazer, necessariamente, referéncia a uma diversidade de classes de problemas. Em
segundo, uma dada situacdo ndo dispde necessariamente de um Unico conceito; a sua analise
requer, a maior parte das vezes, varios conceitos, e as dificuldades encontradas pelos alunos
derivam, em geral, de varios conceitos. Por exemplo, problemas da multiplicacdo e de divisdo
podem implicar os conceitos de propor¢des simples e multiplas, fungdes, nimero racional
(decimal, fracdo, razdo e proporcdo) e outros. E por ultimo, a formagdo de um conceito,
particularmente se considerarmos através das atividades de resolucdo de problema, em geral

comtempla um longo periodo de tempo, com muitas interacdes e rupturas.

14 «La teoria de los campos conceptuales no es especifica de las Matematicas; pero ha sido elaborada primeramente
para dar cuenta de procesos de conceptualizacion progresiva de las estructuras aditivas, multiplicativas, relaciones
nimero-espacio, y del algebra.”
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Nao se pode compreender a significacdo dos erros ou dos procedimentos de uma
crianca de 13 anos se ndo se conhece de que maneira sdo formadas as suas
concepcOes e competéncias na idade de 8 ou 9 anos, ou mesmo de 4 ou 5 anos, e
a maneira como estas concepgbes e competéncias evoluiram através de uma
variedade de situacOes, de defini¢Bes, de interpretacbes e de representacGes
simbolicas. (VERGNAUD, 1986, p. 84).
A Teoria dos Campos Conceituais aponta uma diversidade de situacdes que Sao necessarias
a construgao dos conceitos. Vergnaud (1986, p. 7) afirma que “estudar a aprendizagem de um
conceito isolado, ou de uma técnica isolada, ndo tem praticamente sentido”. Nessa perspectiva, de
acordo com Vergnaud (1990), a construgdo de um conceito envolve um tripé de conjuntos que,

segundo a Teoria dos Campos Conceituais, é chamada simbolicamente de C = (S, I, R) onde:

S: é 0 conjunto de situacBes que dao sentido ao conceito (a referéncia);

I: € 0 conjunto de invariantes (objetos, propriedades e relagdes) sobre os quais
repousa a operacionalidade do conceito (o significado);

R: é o conjunto de representacdes simbolicas, ou seja, das formas pertencentes e
ndo pertencentes a linguagem que permitem representar simbolicamente o
conceito, as suas propriedades, as situacdes e os procedimentos de tratamento (o
significante), (VERGNAUD, 1990, p. 166, grifos nosso).

De acordo com Vergnaud (1990, p. 166) estudar o desenvolvimento e operacdo de um
conceito, durante o aprendizado ou durante o uso, € necessario considerar esses trés planos ao
mesmo tempo. N&o existe, em geral, bijecdo entre significantes e significados, nem entre
invariantes e situaces. Portanto, o significado ndo pode ser reduzido a significantes ou as
situacoes.

Com base em Vergnaud (1998, apud MOREIRA, 2002, p. 10):

uma defini¢do pragmatica poderia considerar um conceito como um conjunto de
invariantes utilizaveis na acao, mas esta definicdo implica também um conjunto
de situacdes que constituem o referente e um conjunto de esquemas postos em
acdo pelos sujeitos nessas situacdes. Dai, o tripleto (S, R, I) onde, em termos
psicoldgicos, S ¢ a realidade e (I, R) a representacdo que pode ser considerada
como dois aspectos interagentes do pensamento, o significado (1) e o significante

(R).
A seqguir, na Figura 2, apresentamos um diagrama para a teoria, ou seja, uma ilustracédo

para 0s conceitos-chave e suas principais conexdes.
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Figura 2: Diagrama para a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
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Fonte: os autores a partir das ideias de Moreira (2002).

Vamos nos atentar para uma das definicdes propostas pelo pesquisador Vergnaud (1986,
p. 10), “um Campo Conceitual pode ser definido como um conjunto de situa¢es cujo dominio
requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes simbdlicas em estreita
conexao”.

A partir dessa definicdo iremos descrever, brevemente, sobre alguns termos que
contemplam o diagrama anteriormente (Figura 2). O conceito de situacdo atribuido por Gérard
Vergnaud ndo tem aqui o sentido de situacdo didatica, mas sim o de tarefa. Nesse sentido, a ideia
é que qualquer situacdo complexa possa ser analisada como uma combinacao de tarefas das quais
¢ importante conhecer sua propria natureza e dificuldade. “A dificuldade de uma tarefa ndo é nem
a soma nem o produto das diferentes subtarefas envolvidas, mas é claro que o desempenho em
cada subtarefa afeta o desempenho global” (VERGNAUD, 1990, p. 8).

Segundo Vergnaud (1990), ao se tratar de situacGes precisamos manter duas ideias
principais: a primeira, é que se relaciona com a pluralidade: existe uma grande variedade de
situacbes em um dado Campo Conceitual, e essas varias situacdes sdo um meio de gerar
sistematicamente o conjunto de classes possiveis; e a segunda € a histdria: o conhecimento dos
alunos é moldado pelas situacbes que foram encontrados e progressivamente dominados,
especialmente pelas primeiras situacfes capaz de entender os conceitos e procedimentos que eles
querem que sejam ensinados, Vergnaud (1990, p. 10).

Portanto, podem ser identificadas regularidades notaveis de uma crianga para outra, na

maneira como abordam e tratam da mesma situacdo, nas concepcdes primitivas formadas por
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objetos, suas propriedades e de seus relacionamentos e nos estagios pelos quais passam
(VERGNAUD, 1990). Séo as situacdes que dao sentido aos conceitos matematicos; as situacoes
sdo responsaveis pelo sentido atribuido ao conceito.

De acordo com Vergnaud (1990, p. 15 apud MOREIRA, 2002, p. 11), o sentido € uma
relacdo do sujeito com as situacdes e com os significantes. Mais precisamente, sdo 0s esquemas
evocados no sujeito individual por uma situagdo ou por um significante que constituem o sentido
dessa situac@o ou desse significante para este assunto. Por exemplo, o sentido da adi¢do para um
topico (conteudo) é o conjunto de esquemas que vocé pode implementar para lidar com situagoes
em que o sujeito passa a ser confrontado e que envolvem a ideia de adi¢édo; é também o conjunto
de esquemas que pode ser colocado em agdo para operar com 0s simbolos, numérico, algébrico,
grafico e linguistico representado pela adicéo.

No entendimento de Moreira (2002, p. 11), a ideia de Campo Conceitual nos leva a
conceitualizar conceito. Um conceito pode ser definido, com efeito, como um tripleto de conjuntos
(referente, significado e significante); porém, como séo as situa¢des que dao sentido ao conceito,
chegamos ao conceito de situacdo e dele ao de esquema, pois séo os esquemas evocados pelo
sujeito que ddo sentido a uma dada situacdo. O conceito de esquema, como veremos, nos levara
ao conceito de invariante operatorio.

Para Vergnaud (1990, p. 2) os esquemas se referem necessariamente a situacoes, ou classes
de situaces, as quais ele distingue em:

1) tipos de situagdes para as quais 0 sujeito tem em seu repertorio, em um momento dado
0 seu desenvolvimento e sob certas circunstancias, as competéncias necessarias para o tratamento
relativamente imediato da situacgéo;

2) tipos de situacOes para as quais 0 sujeito ndo possui todas as competéncias necessarias,
0 que o leva a um tempo de reflexdo e exploragdo, de duvidas, tentativas abortadas e,
eventualmente, levam ao sucesso ou ao fracasso.

O conceito de esquema € interessante para ambos os tipos de situagfes, mas nao funciona
da mesma forma nos dois casos. No primeiro caso, serd observado por uma mesma classe de
situacdes, comportamentos altamente automatizados, organizados por um esquema somente; no
segundo caso, serd observado o esquema sucessivo de varios esquemas, que eles podem entrar em
competicdo e que, para alcancar a solucdo desejada, devem ser acomodados, separados e
recombinados; esse processo é necessariamente acompanhado de descobertas. (VERGNAUD,
1990).

Baseado em estudos de Gérard Vergnaud, uma definicdo de esquema é dada por
(MOREIRA, 2002, p. 12), "esquema é a organizacdo invariante do comportamento para uma

determinada classe de situa¢des”. E ainda ele traz, aquilo que Vergnaud chama de ingredientes dos
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esquemas: um esquema é composto de regras de acdo e antecipagfes como gera uma série de acbes
para atingir determinado objetivo, ndo é reconhecido desde que também seja essencialmente
composto por invariantes operativos (conceitos-em-agéo e conhecimento-em-acéo) e inferéncias™®.
(VERGNAUD, 1990, p. 5).

Segundo Vergnaud (1990, p. 2), é nos esquemas gque o0 conhecimento-em-ac¢do do sujeito,
isto €, os elementos cognitivos que permitem que a a¢do do sujeito seja operativa.

Como exemplo, podemos pensar na situacdo em que um grupo de alunos do 6° ano devem
comparar o volume de um objeto sélido preenchido e o de um recipiente (uma nova situagdo para
eles). Com base nas ideias de (VERGNAUD, 1990, p. 4), o primeiro esquema mobilizado foi o
de comparar as alturas, como se fosse comparar a quantidade de suco de laranja em dois copos da
mesma maneira: essa a¢do de comparacdo dos niveis ndo leva a nenhuma conclusdo. O segundo
esquema observado foi a da imersdo parcial do objeto sélido no recipiente: evidentemente como
ao recipiente também estava cheio, a 4gua transborda; a conclusao do aluno foi que o objeto sélido
era maior. Somente como consequéncia de outras a¢cdes mais ativas, foram realizadas ¢ quando
um procedimento preciso permite elucidar a questdo. Assim, varios esquemas, aparentemente
menos relevantes, haviam sido lembrados antes que uma solucéo surgisse.

Vergnaud (1990, p. 160), indica que “conceito-em-a¢ao” ¢ “teorema-em-agao” designam
0s conhecimentos contidos nos esquemas. Sdo também designados, pela expressdo mais global
invariantes operatorios. Teorema-em-acdo € uma proposi¢édo considerada como verdadeira ou falsa
sobre o real, portanto associé-los as situa¢fes remete a um determinado conceito de conhecimento;
conceito-em-agdo é uma categoria de pensamento considerada como pertinente.

Um conceito torna-se significativo por meio de uma variedade de situagdes, Vergnaud
(1990, p. 10), mas o sentido ndo esta nas situa¢cdes em si mesmas, assim como ndo esta nas palavras
nem nos simbolos matematicos, Vergnaud (1990, p. 14).

O sentido é uma relagdo do sujeito com situages e significantes. Mais precisamente, sdo
0S esquemas, ou seja, as acdes e sua organizacdo, evocados no sujeito por uma situa¢ao ou por um
significante, que constituem o sentido dessa situacdo ou desse significante para esse individuo
(MOREIRA, 2002, p. 17).

Apresentamos um breve estudo sobre a no¢do de Campo Conceitual fundamentado na
Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. Lembrando que esse estudo nao se esgota por aqui,
por ser uma teoria que esta presente em pesquisas do campo da Educacdo Matematica e do Ensino

de Ciéncias e, portanto, exige uma melhor compreensdo/entendimento.

15 Inferéncias sio indispensaveis para executar cada situagio especifica: esquema permite gerar séries de diferentes
acles e coleta de informac6es dependendo dos valores das variaveis da situacdo. Um esquema é sempre um universal
pois esté associado a uma classe e também que essa classe geralmente ndo é finita.
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2.1.2 — O Campo Conceitual das Estruturas Aditivas e o Campo Conceitual das estruturas
multiplicativas

A proposta de classificacdo de Vergnaud (1990) para a area da Matematica, considera que
as quatro operagOes da Aritmética estdo divididas em dois Campos Conceituais importantissimos
que sustentam todos os demais conceitos matematicos: o Campo Conceitual das Estruturas

Aditivas e 0 Campo Conceitual das estruturas multiplicativas.

Por exemplo, para 0 Campo Conceitual das Estruturas Aditivas, o conjunto das
situacOes que exigem uma adi¢do, uma subtragdo ou uma combinagdo destas duas
operacdes e, para as estruturas multiplicativas, o conjunto das situacfes que
exigem uma multiplicagdo, uma divisdo ou uma combinacdo destas duas
operacdes. (VERGNAUD, 1990, p. 167).

Tomando como base as ideias de Vergnaud apresentamos um exemplo de situacdo do
Campo Aditivo com base no entendimento de Magina (2005), no qual podemos identificar a
implicacdo de varios conceitos. Se pensarmos em uma situacdo aditiva extremamente simples,
como por exemplo: Joana tinha 40 figurinhas e ganhou 35 num jogo. Quantas figurinhas ela tem
agora?*® Podemos identificar varios conceitos aqui envolvidos, os quais a crianca precisa ter
adquirido para resolver com sucesso o0 problema, séo eles: adi¢do, temporalidade (tinha = passado,
tem agora = presente), contagem, compreensdo do sistema decimal (os numerais sdo 10 -0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9—eapartir de suas combinacGes obteremos infinitos numeros).

Nesse sentido, com base em Vergnaud (1998), a situacdo descrita anteriormente envolve
varios conceitos mencionados, ha varios conceitos-em-acao distintos implicitos na compreensdo
dessas situacdes: numero cardinal, ganho e perda, aumento e diminuicao, transformacéo e estado,
estado inicial e final, transformacao positiva e negativa, adigéo e subtracéo.

Para o desenvolvimento da nossa pesquisa, daremos énfase ao segundo Campo Conceitual,
ou seja, Campo Conceitual das estruturas multiplicativas. Desse modo, apresentaremos, a seguir,

algumas consideracdes sobre sua estruturacao.

2.1.3 - Sobre as relagées multiplicativas

A partir da Teoria dos Campos Conceituas de Vergnaud (1983, 1988, 1994, 2009)

referente as relagcbes multiplicativas, que é denominado de Campo Conceitual Multiplicativo,

16 Ainda, o mesmo problema pode se apresentar de maneira variada, por exemplo:
“Joana tinha algumas figurinhas, ganhou 35 num jogo ¢ ficou com 75. Quantas figurinhas ela tinha?
“Joana tinha 40 figurinhas. Ganhou algumas e ficou com 75. Quantas figurinhas ela ganhou? Adaptado de Magina
(2005, p. 4)
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Magina, Merlini e Santos (2016) elaboraram um esquema (Figura 3) que sintetiza as ideias centrais
desse campo.

O esquema € constituido por duas relagdes: quaternarias e ternarias. Cada uma dessas
relagdes, por sua vez, é constituida por dois eixos. Os eixos pertencentes as relagdes quaternarias
dividem-se em duas classes: um para muitos e muitos para muitos. Os eixos das relacfes ternarias
encontram-se assim divididos: para o eixo comparacdo multiplicativa tem-se as classes: relacao
desconhecida e referido desconhecido; o eixo produto de medida tem as classes: configuracéo
retangular e Combinatdria. Todas as classes podem usar quantidades do tipo discreta ou continua,
exceto a classe configuracdo retangular (apenas quantidade continua) e combinatéria (apenas

quantidade discreta).

Figura 3: Esquema de classificacdo de problemas do Campo Multiplicativo.

Estrutura Multiplicativa
Quaternaria | <€ ;I Terciaria |

Produto de
Medida

Proporgao Proporcao Comparacio
). Simples €% Multipla Multiplicativa <

Um Muitos Um Muitos Relagdo Referente | |Configuragdoll [Combinatona
para para para para desconhecidan ou Referido Retangular

S muito ke muitos muito |y muitos desconhecido
- il
@ Discrete| [Continuo| [Discreto | [ Continuo Continuo Continuo

+

]

Fonte: Magina, Merlini e Santos (2016, p. 69, grifos nossos).

Ressaltamos que a Figura 3 sintetiza as ideias centrais acerca das situagdes envolvendo o
Campo Multiplicativo, contemplando os problemas referente ao Produto de Medida (Produto
Cartesiano), mas que ndo abarca os todos os problemas de Combinatdria, por exemplo: arranjo, e
permutacéo, tal como sinalizado por Borba (2010, 2013).

Na sequéncia apresentamos na Figura 4 um diagrama para ilustrar uma das ideias de Borba
(2010, 2013) referente a Combinatéria, ela considera quatro tipos de problemas como
caracteristicos do pensamento combinatério: o produto cartesiano, a permutacdo, o arranjo e a

combinacéo.
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Figura 4: Esquema referente aos tipos de problemas Combinatérios.

@ Produto Cartesiano Arranjo

Os elementos s3o escothidos Os elementos sdo escolhidos a partir
a partir de dois ou mais de um conjunto Bnico, mas nem
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Fonte: elaborado pelos autores a partir das ideias de Borba (2013).

Com base em Borba (2013), apresentamos neste diagrama os problemas que envolvem
raciocinio combinatorio trabalhados no Ensino Fundamental e Médio — o produto cartesiano, a
permutacdo, 0 arranjo e a combinagdo, os quais estdo intimamente associados por relacdes
Combinatérias basicas, mas também possuem relacdes préprias que devem ser tratadas por meio
de representacBes simbolicas que permitem o adequado levantamento de possibilidades. A
pesquisadora defende que é necessario estimular o desenvolvimento do raciocinio combinatério
bem antes do Ensino Médio. Isto, porque demanda um longo tempo para se apropriar de tal
conhecimento, dado que sao Vvarias as possibilidades de situacbes Combinatdrias a serem tratadas,
as quais apresentam varios niveis de complexidade.

Para fazermos uma breve diferenciacdo entre as relacdes ternérias e quaternarias, propomos

analisar a seguinte situacdo: Um livro custa R$ 12,00. Quanto pagarei na compra de trés livros?
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Situacdo desse tipo sdo recorrentes na escola. Gitirana et al. (2013) a consideram como
prototipo da multiplicagdo, cuja resolucdo, comumente, se apoia em uma relacdo ternaria: a x b =
c (12 x 3 = 36). Esse tipo de resolucdo permite que o estudante lance méo da adi¢do de parcelas
iguais (12 reais + 12 reais + 12 reais = 36 reais). Contudo, o que esta implicito nessa situacdo é
uma relacdo quaternaria entre duas variaveis de naturezas distintas que pode ser representada pelo

esquema a seguir (Figura 5), da seguinte maneira:

Figura 5: Escalar multiplicativa: um caminho para resolver problemas multiplicativos

Livro Preco (RS)
1 12
(I 3] {I 3}
3 X

Fonte: elaborado pelos autores (2020).

Essa é uma situacdo tipica das relacdes quaternarias. Nesse caso, tem-se uma dupla relacéo
entre duas quantidades (livro e preco). O entendimento das relacBes quaternarias possibilita aos
estudantes compreenderem o porqué dessa situacdo; ao se multiplicar o preco de um livro pela
quantidade deste, o resultado sera dado em reais e ndo em livro. Além disso, amplia 0s
procedimentos de resolucdo, podendo pensar no fator escalar multiplicativo como estratégia ou
ainda no fator funcional (conhecimento de base que é central para o trabalho com as func¢@es nos
anos mais avancados de escolaridade).

As relagdes ternarias sdo tratadas como uma relacdo entre dois elementos, de naturezas
iguais ou distintas, que se compdem para formar um terceiro elemento. Por exemplo, multiplicam-
se metros por metros (unidade de medida linear), resultando metros quadrados (unidade de medida
de superficie).

Diante de uma breve diferenciacdo entre as relagdes quaternaria e terciaria,
apresentaremos cada um dos eixos que compde tais relacdes. Ainda, com base em Magina, Merlini

e Santos (2016), descrevemos cada um dos eixos com suas respectivas classes.

Eixo 1 — Proporc¢ao simples: trata-se de uma relacdo quaternaria. Como o préprio nome diz,
envolve uma relacdo entre quatro quantidades, sendo duas de uma natureza e as outras duas de
outra natureza, ou, entdo, uma simples propor¢do direta entre duas quantidades, como por
exemplo: lado e perimetro, deslocamento e tempo, tempo e distancia, entre outras. Esse eixo pode
ser subdivido em duas classes de situa¢des: a correspondéncia um para muitos e a correspondéncia

muitos para muitos.
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Eixo 2 — Proporc¢6es multiplas: trata-se de uma classe de situacdes que envolvem uma relacéo
quaternaria entre mais de duas quantidades relacionadas duas a duas. Por exemplo: operérios, dias
e horas. Como no eixo anterior, esse eixo pode ser subdivido em duas classes: a correspondéncia

um para muitos e a correspondéncia muitos para muitos.

Eixo 3 — Comparacdo multiplicativa: as situacdes que fazem parte desse eixo envolvem a
comparagdo multiplicativa entre duas quantidades de mesma natureza. J& no inicio da
escolarizacdo, situacdes envolvendo a relacdo de dobro e de metade sdo exploradas e se
configuram como protétipo dessa classe de situagdo, como por exemplo: Na loja de brinquedos,
uma boneca custa R$ 28,00 e o quebra-cabecas simples custa metade do pre¢o da boneca. Quanto

custa o Quebra-cabecas?

Eixo 4 — Produto de medidas: esse eixo € constituido por duas classes: (a) situa¢bes envolvendo
a ideia de configuracdo retangular, (b) situacdes envolvendo a ideia de Combinatoria. A Gltima:
Combinatoria — a ideia presente nessa classe remete a nogdo do produto cartesiano entre dois
conjuntos disjuntos, ou seja, ndo possui nenhum elemento em comum (A N B = @). Temos, como
exemplo: “Joéo e Pedro foram a uma lanchonete para cada um deles tomar um suco e comer um
lanche. Pediram o cardapio e verificaram que podiam escolher entre quatro tipos de suco (laranja,
abacaxi, uva e graviola) e dois tipos de lanche (queijo ou misto). De quantas maneiras diferentes
cada um deles pode escolher um suco e um lanche™?

A seguir continuaremos com énfase nas relagdes multiplicativas que segundo Vergnaud
denomina de Campo Conceitual Multiplicativo que alicercam para a compreensdo do Campo

Multiplicativo.

2.1.4 O Campo Conceitual Multiplicativo

Segundo Vergnaud (1990, p. 9), o Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas € ao
mesmo tempo o conjunto de situacdes cujo tratamento envolve uma ou mais multiplicacbes ou
divisdes. E o conjunto de conceitos e teoremas que permitem analisar situagdes, como: proporgao
Unica e propor¢do mdltipla, funcédo linear e n-linear, razdo escalar direta e inverso, quociente e
produto das dimensdes, combinacdo linear e aplicacdo linear, fracdo, razdo, numero racional,

multiplo e divisor, etc.
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2.1.4.1 Classes de problemas do tipo multiplicativo

Podem-se distinguir duas grandes categorias de relacbes multiplicativas, assim
estabelecendo-se as relacBes que procedem, seja uma multiplicacdo seja uma divisao. As relacdes
basicas mais simples sdo as quaternarias, e ndo as ternarias, pois os problemas mais simples de
multiplicacdo e divisdo envolve a proporcdo simples de duas varidveis uma em relagdo a outra.
Assim sendo, numerosas classes de problemas podem ser identificadas segundo a forma da relagéo
multiplicativa, segundo o carater discreto ou continuo das quantidades em discussao, segundo as
propriedades dos numeros utilizados, etc.

Iremos apresentar as duas principais classes de problemas do tipo multiplicativo:
Isomorfismo de medidas e Produto de medidas. Nessa ordem, a primeira grande forma de relacdo
multiplicativa € uma relacdo quaternaria entre quatro quantidades: duas quantidades sdo medidas
de certo tipo e as duas outras medidas, de outro tipo. E a segunda, apoia-se em uma relacao ternaria

entre trés quantidades.

a) Isomorfismo de medidas

O conceito de Isomorfismo de medidas coloca em discussdo quatro quantidades, mas nos
problemas mais simples, sabe-se que uma dessas quantidades é igual a um. Logo, ha trés grandes
classes de problemas conforme seja a incognita uma ou outras das trés outras quantidades.

O Quadro 6 apresenta uma ilustracdo de trés classes de problemas do tipo multiplicativo.
Supondo que a coluna da esquerda indique o0s pesos de objetos de certo tipo, e a coluna da direita
0s custos correspondentes, pode-se representar com 0 mesmoO esquema esses casos de

proporcionalidade simples (x representa a incognita):

Quadro 6: Classe de problemas do tipo multiplicativo.

Classe de problemas por meio de esquemas
Multiplicacdo Divisdo: busca do valor | Divisdo: busca da
unitario guantidade unitario
1 = d 1 = X 1 »
b L b =
X .

Fonte: Vergnaud (2009, p. 261)

55



Cada uma dessas trés classes subdivide-se em varias subclasses. Algumas dessas

subclasses ainda sdo dificeis para a maior parte dos alunos ao final da escola basica, principalmente

aquelas relacionadas as propriedades dos nUmeros empregados (nUmeros muito grandes, nimeros

decimais, nimeros inferiores a 1) e conforme os conceitos aos quais eles remetem.

No Quadro 7, ilustramos cada uma dessas classe de problemas do tipo multiplicativo com

exemplo e o esquema possivel para cada uma delas. A primeira coluna apresenta os esquemas

possiveis, ja na segunda coluna, temos 0s exemplos correspondentes.

Quadro 7: Classe de problemas com seu respectivo exemplo.

()

conjunto X

Classe de problemas por meio de Exemplo
esquemas
Multiplicacao Sa0 necessarios 2 metros de tecido para fazer
zaia 2 uma saia; sdo necessarias trés vezes mais para

fazer um conjunto. Quanto de tecido é

necessario para fazer o conjunto?

Divisdo: busca de uma medida

saia X

©

conjunto  ©

S&o0 necessarias trés vezes mais de tecido para
fazer um conjunto do que uma saia. Sao
necessarios 6 metros para o conjunto. Quanto

de tecido € necessario para fazer uma saia?

Divisdo: busca de um escalar

saia 2

&)

conjunto G

Sa0 necessarios 2 metros de tecido para fazer
uma saia, 6 metros para 0 conjunto. Quantas
vezes mais sdo necessarias para fazer o

conjunto (em relagdo a uma saia)?

Fonte: elaborado pelos autores a partir de Vergnaud (2009, p. 263).
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Diante dos esquemas acima, apresentemos um exemplo muito simples que envolve os
conceitos de isomorfismo de medidas: “Tenho 3 pacotes de iogurte. H& 4 iogurtes em cada pacote.
Quantos iogurtes eu tenho?

Analisemos 0 esquema da Figura 6, apenas as quatro quantidades colocadas nos
quadradinhos:

Figura 6: Quadro de correspondéncia (isomorfismo de medidas)

pacotes iogurtes

(4]
2 > 8

[z
4 > 16
5 > 20
6 > 24
etc.

Fonte: Vergnaud (2009, p. 241)

Esse quadro de correspondéncia (Figura 6) traduz o isomorfismo de dois tipos de medidas
(nimero de pacotes e nimero de iogurtes). No exemplo dado é facilmente observado pelo aluno
em entender os esquemas empregados para analisar a correspondéncia entre duas espécies de
quantidades (os de pacotes de iogurtes e os iogurtes), pois se trata de grandezas discretas e nUmeros
inteiros. S&o necessarias explicagdes adicionais para que o aluno compreenda o significado quando
essas grandezas forem continuas.

Para se tratar de isomorfismo apresentamos duas formas de relagéo utilizaveis no raciocinio
sobre quantidades e grandezas, e os conceitos aplicados séo todos do tipo isomorfismo de medidas.
Precisamos nos atentar para as duas formas de raciocinio, apesar de se apresentar semelhantes; no
entanto, elas séo conceitualmente muito diferentes. Por exemplo, as propriedades de isomorfismo

da funcéo linear:
f(nx) = nf(x)

f(nyx, + nyxy) = ng flxq) + ny fxy)7

e sua generalizagdo para as relacbes com nimeros ndo inteiros.

7 RelagBes entre grandezas de mesma natureza (relages escalares) —n é uma relacdo escalar sem dimenséo.
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Também, as propriedades que se referem ao coeficiente constante dessa mesma fungéo

1
f(x) = ax, x=- f(x)18
e algumas propriedades especificas da bilinearidade,

fixg, npxp) = ny.ny f(x1, x2)19_

Além destes teoremas, existem outros relacionados as estruturas multiplicativas.
Na sequéncia, abordemos a segunda grande forma de relagdo multiplicativa.
b) Produto de medidas

A nocdo de Produto de medidas consiste em uma relacdo ternaria entre trés quantidades,
das quais uma é o produto das duas outras ao mesmo tempo no plano numérico e no plano
dimensional.

Acompanhemos a seguinte situacao: “4 rapazes e 5 mogas querem dang¢ar. Cada rapaz ird
dancar com cada moca e cada mocga, com cada rapaz. Quantos seriam 0s casais possiveis ”’?

O esquema mais natural para representar essa forma de relacdo, € o conhecido como, tabela
cartesiana porque, de fato, € a no¢éo de produto cartesiano de conjuntos que explica a estrutura do
produto de medidas. Entdo, iremos utilizar a ideia de produto cartesiano.

Chamaremos de R = {a, b, ¢, d} o conjunto de rapazese M ={f, g, h, i, j} 0 conjunto
de mocas. O conjunto C dos casais possiveis € o produto cartesiano do conjunto de rapazes pelo

conjunto de mocas,

C=RxM
assim como mostra a tabela cartesiana abaixo:
M
f g h i i

al(@f) (g (ah @i ()
R bl(bf) (bg) (bh) (bi) (bj)

18 Relagbes entre grandezas de natureza diferente (relagBes do tipo fungdo entre variaveis) - a é um quociente de
dimensdes.
19 Exemplificamos um caso particular do teorema das fungdes bilineares:
"Os alunos preparam a temporada em uma coldnia de férias de inverno e devem calcular as quantidades de comida
necessarias para 50 criangas durante 28 dias. Em um documento, eles se informam que sdo necessarios 3,5 quilos de
aclcar por semana para 10 criangas".
Vejamos que aqui pode ser empregada uma propriedade das fungdes bilineares, e que pode ser analisada da seguinte
forma:
Acucar (50 pessoas, 28 dias) = consumo (5.10 pessoas, 4.7 dias) = consumo 5.4 (10 pessoas, 7 dias).
Ou de forma mais cuidadosa f (5.10, 4.7) =5.4 f (10.7). (VERGNAUD, 2011, p. 23-24)

58



cih g €h ©i) ©J)
di(df) (dg) (dh) (di) (dj

Um casal consiste na associa¢do de um elemento do primeiro conjunto com um elemento

do segundo. O numero de casais € igual ao produto do nimero de rapazes pelo nimero de mogas.
X casais = 4 rapazes X 5 mogas.

A segunda forma de relacdo multiplicativa, o produto de medidas, permite ainda evidenciar
duas classes de problemas:

Multiplicacdo: encontrar a medida-produto, conhecendo-se as medidas elementares;

Divisdo: encontrar as medidas elementares, conhecendo-se a outra e a medida produto.

No entanto, nas duas classes acima, devem ser identificadas subclasses conforme as
propriedades dos numeros empregados (inteiros, decimais, nimeros muito grandes, ndmeros
inferiores a 1) e conforme os conceitos aos quais eles remetem.

Observamos que o estudo das relacBes multiplicativas apresenta vérias classes de

problemas cuja solucdo pede uma multiplicagcdo ou uma diviséo.

“A distingdo dessas diferentes classes e sua analise devem ser cuidadosamente
abordadas a fim de ajudar a crianga a reconhecer a estrutura dos problemas e a
encontrar o procedimento que levara a sua solugdo. N&do se deve subestimar a
dificuldade de certas nog¢des como as de relacdo, de propor¢éo, de fracdo e de
funcdo que exigem precaucdes didaticas importantes bem depois do ensino
elementar. Apesar disso, essas no¢des devem ser tratadas desde o ensino
elementar” (VERGNAUD, 2009, p. 265).

Assim sendo, cremos que a Teoria dos Campos Conceituais tem um espaco consideravel
nas pesquisas que versam sobre 0s mais variados temas, pois se configura numa teoria abrangente
e que proporciona a Educacdo Matematica uma amplitude cognitiva. E, assim, “uma excelente
ferramenta didatica, e, permite identificar a natureza das potencialidades e resisténcias dos
estudantes ao trazerem a tona as suas competéncias sobre um conceito ou sobre um Campo
Conceitual” (ALVES, 2012, p. 23).

No proximo tépico apresentamos o Principio Fundamental da Contagem como uma
estratégia de calculo que possibilita a resolucdo de diferentes tipos de problemas combinatorios
juntamente com outras formas de representacdo, como a arvore de possibilidades e a deducédo de

formulas da Analise Combinatéria usando o PFC.

59



2.2 Principio Fundamental da Contagem e os tipos de problemas combinatérios

O estudo da Andlise Combinatdria comecgou no século XVI com o matematico italiano
Niccolo Fontana (1500-1557), também conhecido por Tartaglia (que significa gago). A este,
seguiram-se os franceses Pierre de Fermat (1601- 1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

Refere-se a uma parte da Matematica que estuda 0s processos de contagem, no entanto,
ndo se esgota no estudo das combinag@es, arranjos e permutagdes, e sim, um ramo da Matematica
que analisa estruturas e relagdes Matematicas.

Pode-se dizer que a Analise Combinatdria surgiu da necessidade de se calcular o nimero
de possibilidades que podem ocorrer em uma certa experiéncia, sem precisar descrever cada uma
dessas possibilidades. Desse modo, é também o suporte da Teoria das Probabilidades, apoiando-
se no Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo (PM).

Segundo Morgado (1991, p. 2):

Embora a Analise Combinatoria disponha de técnicas gerais que permitem atacar
certos problemas, é verdade que a solugdo de um problema combinatorio exige
sempre engenhosidade e a compreensdo plena da situacdo descrita pelo problema.
Esse é um dos encantos desta parte da Matematica, em que problemas faceis de
enunciar revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade
para sua solucao.

A procura por técnicas de contagem esta diretamente vinculada a historia da Matematica e
a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato com essa disciplina. Por exemplo, a primeira
técnica Matematica aprendida por uma crianca é contar, ou seja, enumerar os elementos de um
conjunto de forma a determinar quantos elementos de um conjunto de forma a determinar quantos
sdo os seus elementos. Dessa forma, as operacgdes aritméticas sdo também motivadas (e aprendidas
pelas criangas) por meio de sua utilizagdo na Resolucéo de Problemas de contagem (MORGADO,
1991, p. 17).

2.2.1 Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou principio multiplicativo

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo é um principio
de contagem muito importante no campo da Analise Combinatoria e do calculo de Probabilidades.
Esse método consiste em calcular as possibilidades de ocorréncia de um evento, sem a necessidade
de descrever todas as possibilidades. Pois facilita e reduz consideravelmente o nimero de férmulas
necessarias ao bom entendimento desse tema, nas classes do Ensino Médio. As primeiras nogoes
de contagem discutidas nesse tema, podem ser abordadas inclusive nas classes Iniciais do Ensino

Fundamental.
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Com base em Santos et al. (2007, p. 39), definimos o Principio Multiplicativo como:

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada uma dessas
m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n maneiras
diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o evento A seguido do evento
B ém - n. Em linguagem de conjuntos, se A € um conjunto com m elementos e
B é um conjunto com n elementos, entdo o conjunto A X B (Ié-se A cartesiano B)
dos pares ordenados (a,b), tais que a pertence a A e b pertence a B, tem
cardinalidade m - n.
Sendo assim, o Principio Fundamental da Contagem, pode ser considerada uma das
estratégias mais importantes para a resolucdo de situacdes combinatérias e, também a base de
formulas utilizadas no estudo da Analise Combinatdria, pois evidencia o carater multiplicativo dos

diferentes tipos de problemas combinatorios.

2.2.1.1 Produtos cartesianos

Segundo Borba (2013) séo duas relacOes basicas presentes em problemas envolvendo a
combinatdria: a escolha de elementos e a ordenacéo dos elementos. Entdo, “o que diferencia o0s
problemas basicos de Combinatdria — produtos cartesianos, arranjos, permutagdes e combinagoes
—sdo as formas como sdo escolhidos e ordenados os seus elementos. Esse € um aspecto que precisa
ficar claro aos alunos ao serem trabalhadas situa¢Ges combinatorias em sala de aula” (BORBA,
2013, p. 3).

Em relagéo ao produto cartesiano, “os elementos séo escolhidos a partir de dois ou mais
conjuntos diferentes e a ordem na qual estes elementos sdo enumerados nao constituem
possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 3). Ja os problemas de arranjo, combinacédo e
permutacdo “sdo determinados a partir da escolha de elementos de um conjunto Unico” (BORBA,
2013, p. 4), ou seja, 0 que os caracterizam € a circunstancia do nimero de elementos a serem
escolhidos e/ou do fato da ordenacdo dos elementos constituirem, ou ndo, possibilidades distintas.

A seguir exemplificamos uma situacdo caracteristica de Produto Cartesiano, em que temos:
A= {1,2} e B= {1,2,3}, resultando em A x B = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}. O

produto cartesiano de trés conjuntos é definido de forma semelhante tomando ternos em lugares

de pares. Em geral, se temos n conjuntos A,,4,, ... ,A,, 0 produto cartesiano A; X A, X
. X A, € definido como conjunto das n-uplas (ay,a,, ...,a,), onde a; € A4, a, €
Ay ... ,a, E A,

Para entendermos melhor a situacdo proposta, observemos atentamente exemplos de

Produto Cartesiano em que se aplica o Principio Multiplicativo em sua resolucéo.
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a) Exemplo 1: “De uma cidade A, saem quatro rodovias para a cidade B e, de B, partem
trés rodovias para a cidade C. De quantas formas é possivel sair da cidade A e chegar

a cidade C, passando pela cidade B”.

Figura 7: Esquema de resolucdo do exemplo 1

cidade A 2 cidade B -

Fonte: Castrucci & Junior (2018, p. 202).

cidade C

O problema apresentado mobiliza os conhecimentos prévios que os alunos tém a respeito
de possibilidades. Ele pode ser resolvido por meio de esquema como foi sugerido, desenhar as
rodovias que partem da cidade A e chegam a B e, em seguida, desenhar as rodovias que partem de
B e chegam a C.

Outro modo de resolver o problema é descrever os elementos dos conjuntos E; e E,, em
que E; corresponde ao conjunto das estradas que ligam as cidades A e B e E, ao conjunto das
estradas que ligam B a C:

E, = {e], e,, e3, e, }eE, = {d,, d,, d3}. Usando o Principio Multiplicativo, temos 12
possibilidades (4 x 3) de sair da cidade A e chegar a cidade C, passando pela cidade B.

Uma outra situacao que recai em problemas desta caracteristica € a seguinte:

b) Exemplo 2: “uma pessoa almo¢a em um restaurante que oferece refei¢oes a um prego
fixo com direito a uma entrada, um prato principal e uma fruta. O restaurante oferece
2 opcOes de entrada (sopa ou salada), 3 opg¢Oes de prato principal (carne, massa ou
legumes) e 2 de fruta (pera ou banana). Quantas refei¢Ges diferentes essa pessoa pode

montar?”’

A pessoa deve fazer trés tipos de escolha: E;: sopa ou salada (sp ou sl); E,: carne, massa
ou legumes (c, m ou |); E5: pera ou banana (p ou b).

Vamos enumerar 0s casos possiveis em uma arvore de possibilidades. Em problemas de
contagem mais simples, a arvore de possibilidades, também chamada diagrama de arvore ou

diagrama sequencial, ajuda na visualizacdo e na contagem de todas as possibilidades.
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Figura 8: Esquema de resolucdo do exemplo 2.

salada

carne massa ‘ Iegumes carne massa ‘ |EgU mes

/\ /\ / N\ /\ /\ [\

‘ pera ‘ |banana ‘ ‘ pera H banana H pera ‘ ‘ banana ‘ | pera Hbanana H pera | ‘ banana‘ ‘ pera Hbanana ‘

spcp spcp|ispecp

‘spcp‘ spl:pHspl:p‘

spcp||specp||/spcp|[specp

Fonte: Leonardo (2016, p. 201).

spcp spcp

Usando o principio multiplicativo, concluimos que essa pessoa pode montar
2 x 3 x 2 = 12 maneiras de tomar as trés decisoes, ou seja, 12 refei¢bes diferentes.

O diagrama de arvore, apresentado na situagdo de escolha de uma entrada, um prato
principal e uma fruta € um bom recurso para resolucdo dos primeiros problemas apresentados aos
alunos. Esse tipo de recurso fica inviavel em situagdes que apresentam numero maior de
possibilidades.

No entanto, os problemas exigem procedimentos coerentes, criatividade e compreensao da
situacdo proposta. Portanto, é preciso estudar bem o problema, as condi¢cGes dadas e as
possibilidades envolvidas, ou seja, ter clareza dos dados e da solucéo que se busca para o problema.
A seguir buscamos estabelecer os varios modos de formar agrupamentos e deduzir férmulas que
permitam a contagem dos mesmos, em cada caso particular a ser estudado. Enfatizando que o
Principio Fundamental da Contagem é um procedimento de calculo que pode ser utilizado na
resolucdo dos tipos de problemas que envolvam o raciocinio combinato6rio e também na construcao

das férmulas de Analise Combinatoria.

2.2.1.2 Permutacdes simples

Uma permutacdo de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado desses objetos,

de modo que, se denominarmos P, 0 nimero das permuta¢fes simples dos n objetos, entao:

B,=n(n—-1)(n—-2) -+ 1=n!

Definimos P, = 0! =1
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Para ilustrar, podemos tomar o seguinte exemplo: Quantos s&o os anagramas?° da palavra
PRATICO?

Observe que, para a primeira letra, temos 7 possiblidades (P, R, A, T, I, C, O). Depois dessa
escolha, ha 6 possibilidades para a colocacdo da segunda letra, 5 para a terceira letra, 4 para a
quarta, 3 para a quinta letra, 2 para a sexta letra e 1 para a sétima letra. Logo, pelo principio
multiplicativo, temos 7 X 6 X 5 X 4 X 3 X 2 X 1 = 5040, ou seja, 5040 anagramas.
Cada um desses anagramas corresponde a uma permutacdo simples das letras da palavra
PRATICO.

De uma permutagdo para outra, os elementos sdo sempre 0s mesmos; eles apenas trocam a
posi¢do. Dai 0 nome permutacdo (permutar significa trocar os elementos que formam um todo

com a finalidade de obter nova configuracao).

2.2.1.3 Permutagdes com repeticao

Na permutacdo com repeticdo, como o proprio nome indica, as repeticdes sdo permitidas e
podemos estabelecer uma formula que relacione o nimero de elementos, n, € as vezes em que 0
mesmo elemento aparece.

Tomemos o seguinte exemplo: Quantos s&o os anagramas da palavra MATEMATICA?

Esse € um caso que demanda um certo cuidado. A resposta seria 10! = 3 628 800
anagramas, caso todas as letras fossem distintas. Como temos 3 letras A, 2 letras M, 2 letras T, é
claro que uma permutacdo entre essas duas letras ndo geraria anagramas novos. Dessa forma,
temos que dividir o total de permutagdes simples (10!) por (3! 2! 2!). Logo, 0 numero correto de
anagramas é 3628800: 24 = 151200 anagramas. Problemas como esse é o que
denominamos de PermutacOes com elementos repetidos.

O ndmero de permutacGes de n elementos, dos quais n, € de um tipo, n, de um segundo

LNk

tipo, . . ., ny de um k-ésimo tipo, é indicado por P, *"*"* "™ e é dado por:
Pnl,nz’ PR (474 _ Tl!
n ny! - ny! - ng! ny!

20 Anagrama de uma palavra é qualquer agrupamento, com ou sem significado, obtido pela transposicéo de suas letras.
Por exemplo, um anagrama da palavra AMOR é ROMA. Matematicamente, consideramos todas as ordens diferentes
em que se podem colocar as letras de uma palavra, ainda que ndo sejam formadas novas palavras.
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Em que ny, n,, ng, ..., ng, representam a quantidade de repeticdes de cada um dos

elementos repetidos.

2.2.1.4 Arranjos simples

Vamos considerar a definicdo apresentada por Santos (2007, p. 57):

Arranjo Simples de n elementos tomados p a p, onde n = 1 e p € um ndmero
natural tal que p < n, sdo todos os grupos de p elementos distintos, que diferem
entre si pela ordem e pela natureza dos p elementos que compdem cada grupo.
2 14
Notacdo A;,.
Usando o principio multiplicativo, encontramos uma expressdo Matematica que caracterize
AP Temos n elementos dos quais queremos tomar p. Este é um problema equivalente a termos n

objetos com 0s quais queremos preencher p lugares.

Ly L, Ly L

O primeiro lugar pode ser preenchido de n maneiras diferentes. Tendo preenchido L,
restam (n — 1) objetos e, portanto, o segundo lugar pode ser preenchido de (n — 1) maneiras
diferentes. Ap6s o preenchimento de L,, hd (n — 2) maneiras de se preencher L; e, assim
sucessivamente, vamos preenchendo as posi¢Oes de forma que Ly, terd [n — (p — 1)] maneiras
diferentes de ser preenchido. Pelo principio multiplicativo, podemos dizer que as p posi¢des

podem ser preenchidas sucessivamente de nn —1)(n —2)---[n — (p — 1)] maneiras
diferentes.

[n(n-D(n-2)--(n-@-D)][[(n-p)n-p-1)---2-1]
(m-p)n-p-1)---2-1

P _
Portanto, A4;, =

Podendo ser simplificada para

P _ n!
An = (n-p)

Com vistas a ilustrar o exposto, tomemos por base o seguinte exemplo: Considerando 0s

digitos 1, 2, 3, 4, 5, quantos ndmeros de 2 algarismos diferentes podem ser formados?
5!

Ag=5,=54=20
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Podemos verificar que um arranjo simples é, de certa forma, similar a uma permutacéo
simples, sendo que em cada grupamento formado usamos apenas p elementos, dos n distintos

disponiveis. Também, arranjo simples é conhecido como arranjo sem repeticao.

2.2.1.5 Arranjos com repeticdo

Seja X um conjunto com n elementos, isto é, X = {a,, a,, ... a,}. Chamamos arranjo
com repeticdo dos n elementos, tomados p a p, toda p-upla ordenada (sequéncia de tamanho de
p) formada com elementos de X ndo necessariamente distintos. Para a dedugdo da formula do
nimero de arranjos com repeticéo, seja, X = {a;, a,, ... a,} e indiquemos por (4R), , O
numero de arranjos com repeticdo de n elementos tomados p a p.

Cada arranjo com repeticdo € uma sequéncia de n elementos, em que cada elemento
pertence a X.

(_;_,_, .o -,_)

p elementos

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de arranjos (4R),, , sera:

(AR)y, p=('n-...-n)=nP

D vezes

Observemos que, se p = 1, (AR),, 1 = n e afoérmula acima continua valida vV p € N*.

A seqguir, apresentamos um exemplo: Uma urna contém uma bola vermelha (V), uma
branca (B) e uma azul (A). Uma bola é extraida, observada sua cor e reposta na urna. Em seguida
outra bola € extraida e observada sua cor. Quantas sdo as possiveis sequéncias de cores
observadas?

Assim, temos: Cada sequéncia é um par ordenado de cores (x,y) em que x,y € X =

{V,B, A}. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de pares é

(AR)3' 2 = 32 = 9
2.2.1.6 Combinaces simples

De acordo com Santos (2007, p. 62), podemos definir:

Combinacéo simples de n elementos tomados p a p, onde n>1lepéum
numero natural tal que p < n, sdo todas as escolhas ndo ordenadas de p desses
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n elementos. Notagdo: C? = (Z) (I&-se combinacdo denp ap).Sep >n, pe
n inteiros, define-se C? = 0.

Pra ilustrar, vamos considerar um exemplo proposto por Morgado (1991, p. 31): “de
quantos modos podemaos escolher p objetos distintos entre n objetos distintos dados? Ou, o que é
0 mesmo, quantos sdo os subconjuntos com p elementos do conjunto {a,, a,, . . ., a,}?”

Cada subconjunto com p elementos é chamado de uma combinacao simples de classe p
dos n objetos a;, a,, . . ., a,. Assim, por exemplo, as combinagfes simples de classe 3 dos

objetos a,, a,, as, a,, ag Sao

{ai,a,, a3} {ai,a,,a,} {a;,ay, a5} {ay,a3,a4} {a;, a3, a5}

{a,a4,a5} {az, a3, a4} {az, a3, a5} {az, a4, a5} {as, a4, a5}
O ntimero de combinag@es simples de classes p de n objetos é representado por C. Assim,

Analisemos esta resposta: a escolha do 1° elemento da combinacdo pode ser feita de 5
modos; a do 2° de 4 modos e a do 3° de 3 modos. A resposta parece ser 5 X 4 x 3 = 60.
Entretanto, se pensarmos numa combinacdo, por exemplo {a;,a,, a;}, verificamos que as
combinagdes {a,, a,, as}, {a,,as, a,}, {a,, a;,as}, etc... sdo idénticas e foram contadas e foram
contadas como se fossem diferentes. Com efeito, se dissemos que hd 5 modos de escolher o 1°
elemento da combinacdo é porque estamos considerando as escolhas a; e a, como diferentes e
portanto estamos contando {a,, a,, as;} como diferente de {a,, a;, az}. Em suma, na resposta 60
estamos contando cada combinagdo uma vez para cada ordem de escrever seus elementos. Como
em cada combinacédo os elementos podem ser escritos em P; = 3! = 6 ordens, cada combinacao
foi contada 6 vezes. Logo a resposta ¢ 60/6 = 10.

No caso geral temos

_nn-1...(n—p+1) 0O<p<n e cy =1
= . :
Uma expressdo alternativa pode ser obtida multiplicando o numerador e 0 denominador

Cr

por (n — 1)!. Obtemos
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Vamos considerar o seguinte exemplo: quantas saladas contendo exatamente 4 frutas
podemos formar se dispomos de 10 frutas diferentes?

Dessa maneira, para formar uma salada basta escolher 4 das 10 frutas, o0 que pode ser feito
de:
10! 10-9-8-7

oAl 2 = 210 modos

4 _
ClO_

2.2.1.7 Combinagdes com repeticao

Vamos pensar na seguinte situacao: um menino esta em um parque de diversdes, onde ha
4 tipos de brinquedos; chapéu mexicano, trem fantasma, montanha russa e roda gigante. O menino
resolve comprar 2 bilhetes. Qual é o numero total de possibilidades de compra dos bilhetes,
sabendo-se que ele pode comprar 2 bilhetes iguais para ir num mesmo brinquedo? Esta é uma
situacdo que pode ser matematicamente representada por uma combinacdo completa. Note que o
namero de possibilidades possiveis aumenta consideravelmente.

Dados n elementos distintos, chamamos combinag6es completas, de ordem ou classe p dos
n elementos, 0s agrupamentos sem repeticdo ou com repeticdo, formados com p dos elementos
dados, de maneira que um agrupamento difere do outro pela natureza de seus elementos
(MORGADO, 1991, p. 48).

Em geral, C? é o nimero de modos de escolher p objetos distintos entre n objetos distintos
dados, e CRE é o nimero de modos de escolher p objetos, distintos ou ndo, entre n objetos distintos

dados. Por exemplo, se temos um conjunto {a,, a,, as, a,} com 4 elementos e queremos

4! . .
escolher 3 elementos. Neste caso, sabemos que C; = — = 4 maneiras de escolher 3 objetos

3!

distintos dos 4 elementos dados. A escolha é a seguinte:
ai,az,az aq,0a,;,a4 dy,0a3,0, (5] aq, asz, ay

Mas no caso de combinacdes completas, a escolha ndo é necessariamente por elementos

distintos, ou seja, podemos escolher

{a, a1, a4} {a, a1, a5} {a, ay, a3} {ay, az, a4} {ay, a4,a3}
{az, az, a5} {az az a4} {az, az, a3} {az, az, a4} {ay, a3 a4}
{ay, a3, a3} {as, a3, a3} {as, a3, a,} {as, a3, a,} {as, a3, a4}
{as, a1, a4} {as, as, a4} {as, a4, a4} {as, a4, a} {az, a3, a4}
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Neste caso temos C3 = 20.

A férmula para o calculo de combinacGes completas e dada por:

n-1, p _ (n _1+p)'
P T pl(n—1)!

Para ilustrar, podemos pensar na seguinte situacdo: de quantos modos podemos comprar 4
salgadinhos em uma lanchonete que oferece 7 opg¢des de escolha de salgadinhos?
Assim, temos que escolher os quatro tipos de salgadinhos, entre as 7 opc¢des disponiveis (distintos

ou ndo). Isto seréa igual a:

4 6 4 10!
C; =Py = oAl 21 modos

E importante salientar que apresentamos nesse topico as formulas que podem ser utilizadas
para resolver trés principais tipos de problemas de Analise Combinatdria (arranjo, combinacéo e
permutacdo), no sentido de evidenciar essa discussdo no ambito do Ensino de Matematica.
Contudo, ressaltamos que a intensdo pedagogica nao deve estar centrada em um movimento de
defesa de que o aluno memorize todas as formulas de Analise Combinatoria, mas numa perspectiva
de possibilitar que ele compreenda cada conceito envolvido e saiba o “por que” da aplicagdo da
férmula para cada tipo de problema, pois sabemos que muitos problemas nado serao resolvidos sem
0 uso de formulas.

No entanto, podemos observar dois tipos de conjuntos de elementos interligados, aqueles
em que a ordem dos elementos é importante; e aqueles em que a ordem ndo € importante. Os
conjuntos de elementos interligados em que a ordem dos elementos € importante sdo chamados
arranjos ou permutacdes. E, quando a ordem dos elementos ndo é importante temos, uma
combinacéo.

Normalmente, os problemas de Anélise Combinatéria podem ser resolvidos com o0s
processos de multiplicagdo, adicdo (e divisdo). As defini¢des e formulas de arranjo, permutacdo e
combinacdo podem ser apresentadas e deduzidas entre as questdes propostas e através do Principio
Fundamental da Contagem e podem ser usadas para resolver estes tipos de problemas
combinatdrios mais rapidamente; no entanto, a memorizacao dessas formulas, além de em nenhum
momento conseguir substituir o raciocinio combinatorio, prejudica a aprendizagem quando, séo
confundidas em suas aplicages.

No préximo capitulo discorremos sobre o percurso metodoldgico da pesquisa, como:
questdo de pesquisa, objetivo e procedimentos de organizacéo e analise de dados.
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CAPITULO 3 - PERCURSO METODOLOGICO

Na sequéncia, apresentamos a abordagem metodoldgica do nosso estudo; 0s procedimentos
de coleta e andlise de dados, em que consiste detalhar as Etapas de realizacdo da pesquisa; 0
contexto no qual se insere a pesquisa; os alunos participantes desse estudo e os Aspectos Eticos da

Pesquisa.

3.1. Natureza da pesquisa

Considerando o objetivo da pesquisa, optou-se por essa abordagem em consonancia com o
que apontam Bogdan e Biklen (1994, p. 47-51)
Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados é o ambiente natural, constituindo o
investigador o instrumento principal; a investigagdo qualitativa é descritiva; os
investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente pelos

resultados ou produtos; os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de
forma indutiva; o significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

Nesse sentido, focalizamos de forma subjetiva o objeto analisado, ou seja, as estratégias
utilizadas pelos alunos do 9° ano, ao resolverem situacdes envolvendo o Campo Conceitual

Multiplicativo.

3.2. Questdo de pesquisa, objetivo e procedimentos

A presente pesquisa tem como objetivo geral: identificar e analisar as diferentes
estratégias de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental na resolugéo de situa¢es/problemas
do Campo Conceitual Multiplicativo que envolve a Combinatdria.

Para tanto, elegemos o0s seguintes objetivos especificos:

e Elaborar uma sequéncia de atividades, que possibilitam o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio nos anos finais do Ensino Fundamental;

e Identificar as estratégias de resolucao das atividades mobilizadas pelos alunos no que diz
respeito ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio;

e Analisar as estratégias de resolugdo das atividades mobilizadas pelos alunos no que diz
respeito ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio;

e Elaborar um Produto Educacional com orientacbes a pratica docente, a partir das
atividades aplicadas remotamente e de suas analises que contribuam para a reflexao acerca
dos processos de ensino e de aprendizagem de Combinatoria em espacos de formacédo de

professores de Matematica.
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Em funcéo dos objetivos indicados, delineamos algumas etapas a serem seguidas, visando
a coleta e andlise dos dados na pesquisa e a elaboracdo do Produto Educacional, tal como

ilustramos na Figura 9.

Figura 9: Etapas de coleta e andlise de dados

Etapa 1: estudo
piloto

Etapa 2: elaboracdo de
atividades envolvendo
raciocinio combinatério

Etapa 5: elaboragdo da
proposta de formacdo

(ins ento 1). (Produto Educacional).
AN J AN S
D
Etapa 3: implementacfo Etapa 4: anilise das
da atividade/levantamento estratégias dos alunos.
de estratégias dos alunos.
/ A /

Fonte: produzido pelos autores.

A Etapa 1 (estudo piloto) consiste na implementacdo de um estudo piloto de sondagem da
viabilidade de realizacdo da pesquisa.

Na Etapa 2 (elaboracéo de atividades envolvendo raciocinio combinat6rio) compreende a
elaboracdo de uma sequéncia de atividades, composta por situagfes/problemas envolvendo
raciocinio combinatdrio. Buscamos respaldo tedrico nas discussdes de Gérard Vergnaud (1986,
1996, 2009); Pessoa e Borba (2009); Magina (2005) e Magina, Merlini e Santos (2016). Tal
atividade foi considerada como o primeiro instrumento referente a producdo dos dados da
pesquisa, que foi desenvolvida na Etapa 3 (implementacdo da atividade/levantamento de
estratégias dos alunos) com alunos do 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica
municipal de Itabirito no Estado de Minas Gerais.

Em posse das resolucdes utilizadas pelos alunos realizamos a identificacéo e a analise das
estratégias de resolugdo apresentadas na Etapa 4 (andlise das estratégias dos alunos), mais uma
vez buscamos respaldo tedrico nas discussdes de Geérard Vergnaud (1986, 1996); Borba (2010,
2013); Pessoa e Borba (2009).
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Na Etapa 5 (Produto Educacional), demos prosseguimento a elaboracdo de uma proposta
de formacao para professores de Matematica, envolvendo as discussdes tedricas e metodoldgicas
acerca do desenvolvimento do raciocinio combinatério, que se constitui no Produto Educacional

decorrente da pesquisa.

3.3. Contexto da pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida na Escola Municipal Ana Amélia Queir6z localizada na cidade
de Itabirito/MG, a escolha da escola se deu pelo fato de a professora-pesquisadora pertencer ao
quadro de professores da instituicdo e buscar atender ao quantitativo de alunos desejados para a
realizacdo da pesquisa. A escola atende turmas da Educacdo Infantil até os Anos finais do Ensino
Fundamental. Em média, as turmas do Ensino Fundamental sdo formadas por 30 alunos, em sua
maioria alunos do entorno escolar. Quanto a disciplina de Matematica especificamente, a escola
adota uma estrutura curricular na qual o contetdo é lecionado por somente um professor da
disciplina. Como mais um recurso visando ampliar o aprendizado dos alunos dos Anos Iniciais
quanto Finais do Ensino Fundamental é oferecido no contraturno aulas de reforgo escolar nos
conteldos de Matematica e Portugués. A ultima Colecdo de livros didaticos dos anos finais do
Ensino Fundamental adotada pela escola é “4 Conquista da Matematica - 6° ao 9° ano”?l. A
escolha do livro didatico se da em dois momentos, reunides entre professores da mesma escola e
posteriormente com professores da rede municipal de ensino.

Nesta escola, a professora-pesquisadora atua como professora de Matematica nas turmas
do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental nas quais leciona todos os tOpicos tematicos da
Matematica: numeros, algebra, geometria, Grandezas e medidas e Probabilidade e Estatistica nas
aulas do ensino regular e do reforgo escolar.

Portanto, achamos necessario contextualizar o ambiente em que foi desenvolvido os
primeiros passos para se tornar viavel a realizacdo do presente estudo. No ano de 2019, foi
aplicado um estudo piloto em duas turmas de 8° ano do Ensino Fundamental no sentido de sondar
a possibilidade de desenvolver um trabalho na linha investigativa, perspectiva adotada na proposta
de sequéncia aqui apresentada. O estudo piloto consistiu na aplicacdo de uma sequéncia de
exercicios que visavam o desenvolvimento dos conceitos relacionados ao raciocinio combinatério.
A andlise que realizamos deste estudo piloto indicou que os alunos desenvolveram, de maneira
informal, evidenciando a auséncia da formalizacdo dos conceitos envolvidos, apenas usando

procedimentos de resolugcdo como: célculos numéricos, desenhos, algoritmos da adicdo e da

21 De autoria de José Ruy G. Junior e Benedicto Castrucci, publicado pela Editora FTD, S&o Paulo, 2018.
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multiplicacdo e o Principio Fundamental da Contagem. Tal resultado nos possibilitou verificar a

aplicabilidade e, também, estruturar a presente pesquisa.

3.3.1. Os alunos participantes

O presente estudo foi realizado com 16 alunos do 9° ano do Ensino Fundamental de uma
escola da rede publica Municipal de Itabirito, j& mencionado anteriormente. Com relagdo a idade
dos alunos sdo todos com idade entre 13 e 14 anos, dentro da faixa etaria. Os alunos participantes
deste estudo sdo em sua maioria que estudam na escola desde da educacdo infantil até a etapa dos
Anos finais do Ensino Fundamental, é comum alguns desses alunos da referida instituicdo se
matricular em cursos preparatorios paralelamente ao ano que estdo cursando como forma de
aprimorar os seus estudos para o ingresso nos Instituto Federais de Ensino da regido.

A escolha dos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental foi baseada, principalmente, no
fato de que, esses alunos encontram-se em uma fase conclusiva de uma etapa da Educacéo Basica
e, por este fato, compreendemos que eles ja tiveram contato com as estruturas multiplicativas e
podem possuir maior autonomia na leitura, interpretagdo dos enunciados e resolucdo dos
problemas propostos.

Nesta pesquisa, seguindo principios éticos da pesquisa académica, os nomes atribuidos aos
alunos participantes da pesquisa serdo ficticios, preservando, assim, o anonimato dos mesmos.

Deste modo, todos os alunos participantes da pesquisa receberam os codigos Al, A2, A3, ..., Al6.

3.4. Aspectos Eticos da Pesquisa

Esta pesquisa passou pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEPE) da UFOP e sua realizacio
foi aprovada pelas instancias competentes?. Apds esse processo, houve a liberacdo para que a
investigacao acontecesse.

Como apontado anteriormente, a fim de garantir a privacidade e a preservacdo da
identidade dos participantes da pesquisa, por se tratar de um potencial risco, foi assegurado o uso
de nomes ficticios nos relatérios da pesquisa e em todo material coletado, além do diério de campo
da professora-pesquisadora.

Ademais, todo material coletado ficara arquivado por um periodo de cinco anos na
responsabilidade dos pesquisadores. Fica assegurado ainda que s terdo acesso a esses dados 0s

envolvidos na pesquisa.

22 CAAE: 25548819.5.0000.5150
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Todos os participantes da pesquisa foram informados acerca dos riscos e beneficios
inerentes ao processo. Também foram informados acerca da participacdo voluntaria e da
possibilidade de suspencgéo da participacdo na pesquisa a qualquer momento, sem que isso lhes
acarrete nenhuma espécie de onus.

Na primeira etapa da pesquisa, ou seja, o desenvolvimento da atividade envolvendo
raciocinio combinatério na escola, a participacao na pesquisa foi formalizada a partir da assinatura
do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido - TCLE (Apéndice 1), pelos responséveis legais
dos participantes. Neste termo estdo contidos 0s principais riscos, beneficios, deveres e direitos
relacionados & pesquisa. A direcéo da escola foi disponibilizada a Autorizacio da escola (Apéndice
2), contendo explicacdes acerca da pesquisa e sua contribuicdo para a melhoria da Educacgao
Basica. Também consta nos termos a garantia de sigilo das identidades dos participantes, durante

a producdo de dados e/ou imagens.

3.5. O cenario de pandemia e a producéo de dados

Primeiramente iremos discorrer brevemente sobre da pandemia da Covid-192% pois a
producdo dos dados da presente pesquisa esta condicionada a este cenario. O ano de 2020 foi
marcado por um dos maiores problemas atuais de saude publica, o0 novo Coronavirus, cuja
denominacdo da doenca € A COVID-19, teve o seu inicio na China, no final de dezembro de 2019.
No Brasil, 0 virus comegou a se propagar no inicio de marco de 2020, diante de toda a devastacao
sofrida mundialmente, foi necessaria a tomada de medidas de protecéo contra a expansao do virus.
Assim todos os estabelecimentos considerados ndo essenciais foram fechados, atingindo
totalmente o meio educacional, provocando a suspensdo das aulas presenciais em todos o0s niveis
de ensino (Educacéo Infantil ao Ensino Superior) em nome da preservacéo da vida. Em decorréncia
do fato, se fez necessario o isolamento social como uma Unica forma de prevencéo.

Com relacdo as escolas fechadas, surgiu a preocupacdo das organizagcfes educacionais
quanto a interrupcdo das aulas, que poderia levar a perda do ano letivo. Para isso ndo ocorrer,
houve a necessidade de retomar as aulas de forma remota, com o objetivo de que os discentes
pudessem continuar exercendo seus papeéis enquanto estudantes, apesar das dificuldades inerentes
a essa mudanca, ja que os professores ndo tiveram uma preparacao prévia para isso e muitos alunos

néo possuem acesso a ferramentas necessarias, entre outras quest(")es.

23 Decreto N° 47.891, de 20 de margo de 2020, que reconhece o estado de calamidade publica decorrente da pandemia
causada pelo agente coronavirus (COVID-19).
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Nesse sentido o ensino remoto foi pensado de forma emergencial sendo a Unica op¢ao para
continuacdo do ano letivo de 2020. O ensino remoto é diferente do ensino presencial, os docentes
e discentes que antes estavam acostumados ao ensino presencial tiveram que se readaptar

rapidamente dentro de uma nova sistematica. Assim, o ensino remoto,

[...] envolve o uso de solucBes de ensino e producdo de atividades totalmente
remotas, como, por exemplo, a producdo de videoaulas que podem ser
transmitidas por televisdo ou pela Internet. [...] O objetivo principal nessas
circunstancias ndo é recriar um novo modelo educacional, mas fornecer acesso
temporario aos conteidos e apoios educacionais de uma maneira a minimizar os
efeitos do isolamento social nesse processo (JOYE; MOREIRA; ROCHA, 2020,
p. 13).

Em funcdo da situacdo de calamidade publica decorrente da pandemia da COVID-19, o
ministério da educacdo (MEC) cria uma Medida Provisoria n® 934/2020, solicitando a
flexibilizacdo do cumprimento do calendario escolar. Tal medida foi homologada com o parecer
n° 5/2020, autorizando a reorganizacdo do Calendario Escolar e da possibilidade de computo de
atividades ndo presenciais para fins de cumprimento da carga horaria minima anual, em raz&o da
Pandemia da COVID-19 e da consequente suspenséo das aulas presenciais (BRASIL, 2020).

Diante da maior crise sanitaria, os profissionais da area de Educacéo se viram obrigados a
planejarem suas aulas de uma maneira muito diferente do habitual. Assim, o ensino remoto surgiu
como uma solugdo momentanea em meio a crise na saide mundial. Nesse contexto, de acordo com
Schwanz e Felcher (2020) o ensino remoto ndo é um novo modelo de ensino no meio educacional
incorporado e, sim, uma solucdo provisoria, que em breve seja possivel a retomada pelo ensino
presencial.

A seguir, detalhamos cada Instrumento relacionado a producdo dos dados, utilizamos de
quatro, sendo que o primeiro deles, se trata das questdes que compuseram a sequéncia de atividades
sobre raciocinio combinatdrio. Ja o segundo Instrumento, a sequéncia de questdes propostas aos
alunos e tempo de duracéo, o terceiro Instrumento se trata dos registros dos participantes e por

fim, o quarto Instrumento que consiste no Diario de bordo da professora-pesquisadora.

3.5.1 Instrumentos relacionados a producao de dados

Em funcdo da pandemia da Covid-19, as aulas presenciais foram suspensas, dificultando a
aplicacdo dos instrumentos de producdo de dados de maneira presencial. Diante do panorama
apresentado, optamos por realizar as atividades com os alunos nos moldes adotados pela escola e

também fazendo o uso do aplicativo WhatsApp para orientacGes e mobilizacdo dos alunos para
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retirada das atividades na escola e também realiza-las dentro do periodo estipulado, por meio de
mensagens de texto com o consentimento dos participantes.

Além disso, consideramos como fontes de dados os registros realizados pelos participantes
bem como o diario de bordo da professora-pesquisadores. Desse modo, podemos elencar 0s

instrumentos de producéo de dados considerados na pesquisa:

e Instrumento 1: Atividade sobre o raciocinio combinatorio;

O Instrumento 1 contou com uma sequéncia de 12 questdes?* sobre o raciocinio
combinatério envolvendo os tipos significados de Combinatoria (Produto Cartesiano, Arranjo,
Permutacdo, Combinacdo). O Instrumento sobre raciocinio combinatorio (Apéndice 3) apresenta
as questdes selecionadas de maneira que o aluno conseguiria resolvé-las usando procedimentos
relativos ao Campo das Estruturas Multiplicativas, como uma técnica basica e muito eficiente nas

situacdes que envolvem contagem, o Principio Fundamental da Contagem.

e Instrumento 2: A aplicacdo da sequéncia de atividades propostas aos alunos do 9° ano do

Ensino Fundamental;

A sequéncia de atividades foi planejada para ser deixada na escola e o aluno retirar com a
autorizacdo da Direcdo e Supervisdo, pois ja ocorre na escola a entrega dos blocos de contetudos
mensalmente para os alunos que optam pelo material impresso. Também foram disponibilizadas
as mesmas questdes em um arquivo PDF via WhatsApp no grupo dos pais e/ou responsaveis e no

grupo de davidas dos alunos do 9°ano, os alunos tiveram uma semana para entregar 0s registros.

e Instrumento 3: Registros dos participantes (resolucdo das questBes apresentadas pelos

alunos, e outros registros escritos pelos participantes);
A sequéncia de atividades envolvendo raciocinio combinatdrio foi devolvida na escola pelo
aluno e/ou responsavel com os registros das resolu¢cdes uma semana apos a disponibilizacdo do

material na escola.

e Instrumento 4: Diario de bordo da professora-pesquisadora;

24 As questdes serdo referenciadas da seguinte maneira: Questdo 01 (Q01), Questdo 02 (Q02), ..., Questdo 12 (Q12).
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O Diario de bordo da professora-pesquisadora consistiu em fazer observacdes e anotar
cuidadosamente o que ocorreu desde do primeiro momento em fazer o contato com os alunos com
0 objetivo de mobiliza-los para participar da pesquisa até a entrega do material na escola. A seguir,
apresento um registro do primeiro contato com os alunos referente ao trabalho. Vale ressaltar que
0 grupo de estudos via WhatsApp, foi criado com intuito de tirar as dividas dos alunos em relacao
aos blocos de estudos. Como a professora-pesquisadora ja atua nas turmas de 6° ao 9°ano como
professora de refor¢co no ano em curso, entdo achamos interessante comegar a intervengdo no grupo
usando questdes envolvendo raciocinio combinatorio como desafio para iniciar a aula de

davidas®. A seguir, uma das questdes (desafio) propostas e o registro da intera¢do dos alunos.

Figura 10: Questéo (desafio)

Um estudante deseja colorir o mapa
da regido Centro-Oeste (ilustrado ao
lado) de modo que territorios BRASIL

Regiio Centro-Oeste

adjacentes sejam de cores distintas.
Por exemplo, ja que Goias e o distrito
Federal tém fronteira em comum,
terdo de ser coloridos de forma
diferente. Supondo que o estudante
dispSe de quatro cores distintas e cada
territorio seja de uma Unica cor,
calcule de quantas maneiras ele pode
colorir os territorios do mapa.

Distrito Federal

Fonte: (UFG-GO)

A interacdo ocorreu no sentindo de estimular o maior numero possivel de alunos para
participar da referida pesquisa. A aulas de duvidas aconteciam todas as quartas-feiras no horario
das 17hs as 19hs. O nimero de alunos participantes era bem reduzido em comparagdo ao nimero
de alunos matriculados, a ndo participacdo pode estar diretamente ligada a falta de recurso de
alguns pais e/ou responsaveis, pois como sabemos nem todos os alunos neste periodo de pandemia
possuem ferramentas tecnoldgicas a sua disposicao.

A dindmica das aulas de matematica por meio do aplicativo WhatsApp sempre iniciava
pela professora de matematica da turma, tirando as possiveis duvidas em relacdo ao bloco de
conteddo, a professora-pesquisadora como professora de refor¢o das turmas proponha atividades
na forma de desafios de acordo com o contetido que estava sendo trabalhado. Foi oportunizado a
professora-pesquisadora fazer intervencdo no grupo de duvidas no sentido esclarecer sobre o
desenvolvimento da referida pesquisa que estava sendo desenvolvida naquela institui¢cdo antes da

disponibilizacdo da sequéncia de atividades na escola.

25 Esta aula ocorreu no dia 30/09/2020.
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A seguir um registro de interagdo em uma aula de ddvidas com os alunos do 9° ano.

Figura 11: Registro da interacdo na aula de duvidas com os alunos do 9° ano.

1855 BOM - ‘E®C440 B BON - "CeEa40

< @ MATEMATICA 9° ANO... ‘: : oo @ MATEMATICA 9° ANO... ¢ :

Um et fante desep colory & Mage
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Y de mede Qe Genritoros
T R —
Poc seergha. 3 o Gabis ¢ o sunitro

I AR s P S ‘ B Distrito Federal: Podemos usar

R S - B qualquer cor, -> 4 cores Goids: Faz

s g e S R fronteira com o DF, entdo ndo
- :_:f::mm*»«* - e d - podemos usar cores. ->» 3 cores

- Estado de Mato Grosso: Goa tem
uma borda, entdo ndc podemos usar
cores. -> 3 cores Mato Grosso do Sul:
Mato Grosso e Goias tém fronteirs,
entdo ndo podemos usar duas cores.
>2cores4.3,.32=72

Distsito Federal: Podemos usar qualquer
cor -> 4 cores Golas: Faz fromelisa com o

DF, entao ndo podemos usar cores. «» 3 ..

LA A

& vamos observar a imagem e

podem fazer um rascunho e
compartilhar aqui. Certo?

Duvidas , s6 chamar(s)

Isso mesmo

E os demais colegas??

Voce

B Fotc

Oh @WFabriciay’s ndo tinha uma
regido mais fria ndo? Lé no

L centra.casia

Fonte: arquivos dos pesquisadores.

Na semana seguinte apds a interacdo realizada, os alunos ja estavam com a sequéncia de

atividades em méaos, entdo a professora-pesquisadora teve a oportunidade de conversar atraves do

aplicativo WhatsApp com alguns alunos presentes e fazer indagacdes sobre a sequéncia de

atividades proposta. Os alunos que tiveram interesse em participar da pesquisa, responderam que

ndo tiveram dificuldades para resolver as questdes, pois ja tinham resolvido questdes semelhantes.
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3.6. Procedimentos de organizacao e analise de dados

A presente pesquisa esta inserida no Campo das Estruturas Multiplicativas com foco em
situacdes/problemas envolvendo o raciocinio combinatorio no qual apresenta caracteristicas de
uma relacéo discreta.

Para atender a demanda do nosso estudo, apresentamos e discorremos sobre os resultados
alcancados. Primeiramente, os dados foram organizados em tabelas e/ou quadros, conforme a
resposta apresentada pelos alunos em cada problema, acompanhado da identificacdo e anélise das
estratégias de resolucdo utilizadas a partir dos registros apresentados para os tipos de problemas
da combinatéria (Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacdo, Combinacao) propostos aos alunos.

Como mencionada anteriormente, no Instrumento 1 foi proposto uma sequéncia com doze
questdes envolvendo os quatro significados de Combinatdria, dessa sequéncia de atividades
elegemos quatro questdes, sendo cada uma representando um tipo de problema combinatério. Para
compor a andlise dos resultados, optamos por selecionar quatro problemas dos quais os alunos
mobilizaram uma variedade de estratégias de resolucdo e também para evitarmos descrever uma

analise repetitiva.

3.7. O Produto Educacional

O Produto Educacional decorrente desta pesquisa, foi elaborado a partir da analise das
estratégias de resolucdo apresentadas pelos participantes da pesquisa de campo, as quais
subsidiardo a elaboracdo de uma proposta de formacdo, envolvendo as discussdes tedricas e
metodoldgicas acerca do desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Neste sentido, o Produto Educacional decorrente da presente investigacdo, assumira a
perspectiva dos dispositivos de formacdo voltado a formacéo de professores de Matematica, com
vistas a propiciar um espaco formativo pautado na reflexdo acercada dos processos de ensino e de
aprendizagem de Combinatoria.

No proximo capitulo apresentaremos a analise dos resultados, trazemos uma discussdo dos
problemas combinatorios propostos elegidos para a analise, a identificacdo e analise das resolucbes
apresentadas pelos alunos, dialogando entre a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud e 0s

estudos relacionados a temaética abordada.
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CAPITULO 4 — ANALISE DOS RESULTADOS

O presente capitulo apresenta a descri¢do e interpretacdo dos dados coletados para esta
pesquisa a luz da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1986; 1996). Além do pressuposto
tedrico mencionado, a analise se respaldou em materiais curriculares (BRASIL, 1998; BRASIL,
2017 e BRASIL, 2018) além de estudos como o de Pessoa e Borba (2009), que abordam o0s
diversos significados presentes na Combinatoria, e o de Borba (2010), que trata do raciocinio
combinatorio.

Para a andlise foram selecionados quatro problemas®® referente ao raciocinio
combinatério da sequéncia de atividades (12 questdes) proposta aos alunos participantes da
pesquisa conforme (Apéndice 3). A escolha por estes quatro problemas ancora-se no entendimento
de Pessoa e Borba (2009) e Borba (2013) de que problemas envolvendo Raciocinio Combinatdrio
podem apresentar quatro significados da Combinatoria (Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacao,
Combinag&o).

Assim sendo retomamos alguns conceitos que ja foram apresentados anteriormente, 0s
quais precisam estar claros para compreensdo da analise que nos propusemos a construir, sao eles:
invariante, situacdo e conceitos-em-acéao.

O conceito de invariante € compreendido tal como definido por Vergnaud (1986), ou seja:

consiste em uma propriedade ou uma relacdo que é conservada sobre um certo
conjunto de transformacéo. Por exemplo, em geometria, a rotacdo e a simetria
conservam certas propriedades das figuras, a homotetia ndo conserva as mesmas
propriedades bem como a projecdo. Ou seja, séo propriedades que se relacionam
com um determinado conceito, nas quais essas propriedades ndo sofrem
alteracoes (VERGNAUD, 1986, p. 81).

Desse modo, os invariantes séo propriedades fundamentais para que se compreendam as
I6gicas subjacentes em cada significado da Combinatdria, isto significa, os tipos de problemas
combinatérios. Independentemente da representacdo simbolica adotada, as propriedades
permanecem inalteradas. Nesse sentido, Pessoa e Silva (2012) nos indica que os problemas podem
ser resolvidos por meio de diferentes formas de representacdo (representacGes simbolicas):
desenhos, listagens, arvores de possibilidades, tabelas, formulas, dentre outras.

Com relagéo ao termo situagdo, pode ser considerada um conjunto que envolve diversos
conceitos - significados, invariantes e representagdes simbolicas, assim podemos afirmar que “sdo
as situacOes que dao sentido aos conceitos matematicos, as situacdes € que sao responsaveis pelo
sentido atribuido ao conceito” (VERGNAUD, 1986, p. 84).

26 Na sequéncia de atividades aplicada aos alunos aderimos ao termo “questdo”, ja para o capitulo referente a analise
dos dados iremos adotar o termo “problema”.
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Neste estudo consideramos o entendimento de Pessoa (2009) para definir o termo
conceitos-em-acao,

referem-se ao uso pratico de conceitos em processo de construcdo. Dessa forma,
ao utilizar um conceito-em-agéo ndo se tem consciéncia clara deste uso, mas sabe-
se que para aquela situacdo distinta o conceito se aplica. Baseado em teoremas-
em-acdo, ou seja, premissas que constituem 0s conceitos-em-agdo, situagdes
podem ser resolvidas mesmo sem um pleno entendimento dos motivos pelos
quais os mesmos se aplicam (PESSOA, 2009, p. 49).

Além destes conceitos, para 0 exercicio de categorizacdo dos dados, consideramos 0s
diferentes tipos de problemas de Combinatdria propostos Pessoa e Borba (2010).

Desse modo, a analise se estruturou em quatro categorias:

a) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Produto Cartesiano;

b) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Arranjo;

c) Andlise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Permutacéo; e

d) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Combinac&o.

Desse modo, agrupamos o0s problemas propostos seguindo esta categorizacdo. Em cada
categoria realizamos uma andlise preliminar de cada um dos problemas que a contemplou,
buscando identificar qual problema mobilizou uma diversidade maior de estratégias de resolugao.
Desse modo, cada problema escolhido foi 0 mais representativo da categorizacgéo elegida.

Apdbs este movimento, passamos a realizar uma analise focalizada nas estratégias de
resolucdo, destacando as diferentes estratégias mobilizadas pelos alunos. Para que pudéssemos
apresentar e analisar tais estratégias, evitando repeti¢des, optamos por ndo exibir estratégias de
resolucdo semelhantes, mas, apresentar a mais representativa dentro de um determinado conjunto
de respostas dos alunos.

Para cada uma das categorias apresentamos o problema proposto e seus invariantes e, na
sequéncia, algumas estratégias de resolucdo mobilizadas pelos alunos com a respectiva analise
dessas respostas independentemente dos erros e/ou acertos.

Contudo, considerando o objetivo da presente pesquisa, salientamos que 0 nosso foco nao
é comparar e/ou quantificar os resultados, mas em identificar e analisar estratégias de resolucao
mobilizadas pelos alunos frente aos problemas propostas e, principalmente, as noc¢des relacionadas
ao raciocinio combinatério nas quais contemplam o Campo Multiplicativo.

A seguir sdo apresentadas para cada categoria de andlise, os significados presentes na
Combinatoria (tipos de problemas), com seus exemplos e invariantes (relacfes e propriedades), as
caracteristicas fundamentais desse tipo de significado envolvendo o raciocinio combinatorio e

estratégias de resolugdo mobilizadas pelos alunos analisando e identificando tais estratégias.
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4.1 Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos em um Problema de Produto Cartesiano

Para a primeira categoria analisada, discorremos acerca do tipo de problema combinatério
denominado Produto Cartesiano. Uma caracteristica que o diferencia dos demais problemas
(arranjos, permutacgdes ¢ combinagdes), “é que os elementos sdo escolhidos a partir de dois ou
mais conjuntos diferentes e a ordem na qual estes elementos sdo enumerados ndo constituem
possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 3).

A seguir apresentamos um problema combinatério do tipo Produto Cartesiano, proposto
aos alunos participantes do estudo e os invariantes (relacdes e propriedades que se mantém

constantes) e as caracteristicas fundamentais desse tipo de significado presente na Combinatoria.
e Significado presente no problema de combinatdria - Produto Cartesiano
A seguir um dos problemas do tipo Produto Cartesiano proposto aos alunos e que, dentro

da sequéncia de atividades sugerida, se mostrou o0 mais representativo referente a primeira

categoria de anélise.

e Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A

a B e dois caminhos ligando B a C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?

b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar para
A novamente, passando por B?

c¢) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e depois voltar
para A sem repetir estradas e novamente passando por B?

Ao analisarmos o problema em questdo, observamos que 0 mesmo possui 0s seguintes
Invariantes:
- A ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades;
- Dado dois (ou mais) conjuntos diferentes, os mesmos serdo combinados para formar um novo
conjunto;
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- A natureza dos conjuntos € distinta do novo conjunto.

Para ilustrar a caracterizacdo dessa situacdo, temos como exemplo: para ir da cidade A até
C passando por B, uma pessoa pode escolher dentre trés caminhos (X, Yy, z) ligando A até B e dois
outros caminhos (m, n) ligando B a C. Desse modo, sdo duas etapas de escolha neste caso: a
escolha de A até B e a escolha de B até C. Estas escolhas sdo realizadas a partir de conjuntos
diferentes (neste caso, o de cidades e o de caminhos), séo combinacgdes que formam um terceiro
conjunto e a ordenacédo dos elementos nao formam possibilidades distintas.

Para analisarmos as diferentes estratégias de resolucdo mobilizadas pelos alunos, fizemos
um agrupamento das respostas apresentadas pelos alunos do 9° ano de modo a possibilitar uma
melhor compreensdo dos dados da presente pesquisa.

Desse modo, num primeiro momento, evidenciaremos em um quadro as estratégias
identificadas pelos alunos e, posteriormente, apresentaremos algumas resolucGes que estes alunos

mobilizaram ao responder a cada um dos trés itens do referido problema.

4.1.1 Anélise das estratégias mobilizadas no item a - Produto Cartesiano

No Quadro 8 listamos todas as estratégias mobilizadas que foram identificadas na anélise

das respostas dos alunos ao item a do problema em questéo.

Quadro 8: Estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos ao resolver o item a do Problema de
Produto Cartesiano

Resposta
Estratégias de resolucdo mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem 9 0 9
Apenas resposta 2 1 3
Elaboracédo de desenhos e esquemas 1 1 2
Contagem direta das possibilidades 1 0 1
Utilizacédo do algoritmo da multiplicacdo 1 1 1

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Com vistas a analisar as estratégias identificadas, optamos por selecionar, para este item
do problema, as estratégias “Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem” e “Elaboracéo
de desenhos e esquemas”. A primeira se justifica pelo fato de ter sido a mais representativa do

Quadro 8 e a segunda, embora ndo tenha sido a estratégia mais utilizada pelos alunos, optamos por
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apresenta-la com o intuito de diversificar a analise dos tipos de estratégias mobilizadas na
resolucédo do item analisado.

A sequir, as Figuras 12 e 13 apresentam as resolucdes de dois participantes da pesquisa,
foram estratégias bem sucedidas para o item a do problema sugerido.

Como podemos observar na Figura 12, o Aluno Al utilizou como estratégia a Elaboracéo
de desenhos e esquemas, utilizando-se de lapis colorido para registrar seu raciocinio. Tal estratégia
favoreceu a construcdo e o registro de uma argumentagdo pessoal para a solugdo do problema

proposto.

Figura 12: Estratégia mobilizada pelo Aluno Al na resolucéo do item a do Problema de Produto
Cartesiano

Questao 04) Considere trés cidades A. B e C. de forma tal que existem trés estradas

ligando A a B e dois caminhos ligando B a C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C. passando por B?
& Cor B ancentse) “f.' (

] B noe n ™8y W
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Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Com relacdo a resolucdo destacada na Figura 12 observamos que o aluno mobilizou
representacGes simbolicas (estratégias) por meio de desenhos e esquemas, estimulando o uso do
conceito-em-acdo referente ao Produto Cartesiano. Haja vista que, ao colorir cada possibilidade
de uma cor diferente, com o intuito de formalizar a sua resposta, observamos que essa estratégia
implicou no entendimento do Aluno Al em relacdo a situacdo proposta.

Como apresentado no Quadro 8, a maioria dos alunos recorreu a utilizagdo do Principio
Fundamental da Contagem. Dentre todas as resolucdes apresentadas com esta estratégia, optamos

por ilustrar a apresentada pelo Aluno A2 visto que foi a mais representativa.
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Figura 13: Estratégia mobilizada pelo Aluno A2 na resolucéo do item a do Problema de Produto
Cartesiano

Questao 04) Considere trés cidades A. B e C, de forma tal que existem trés estradas

ligando A & B ¢ dois caminhos ligando B a C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Como evidenciado na Figura 13, o Aluno A2 recorreu as nog¢des do Principio Fundamental
da Contagem encontrou a solucdo para o problema proposto. Considerando que 0s participantes
da pesquisa sdo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, era esperado que mobilizassem tal
estratégia na resolucdo desse tipo de problema.

De acordo com as prescri¢cdes dos PCN (BRASIL, 1997), os problemas com significado de
Produto Cartesiano estdo associados a ideia de combinatoria sendo os Unicos discutidos no referido
documento. E recomendado o trabalho desde os primeiros anos de escolarizacio, por considerar
"um conceito matematico importante, que é o de Produto Cartesiano” (BRASIL, 1997, p. 73).

E importante lembrar que o problema do tipo Produto Cartesiano, é denominado por
Vergnaud (1983) como produto de medidas e que este tipo de problema pertencente ao Campo das
Estruturas Multiplicativas. Para esse autor, esse tipo de problema envolve uma estrutura de
problemas que remete para a composicao cartesiana de dois espacos de medidas a e b, em uma
terceira medida c. Nessa perspectiva, a = 3, b = 2 que resultaria em ¢ = 6 formas diferentes
(Produto de medidas: 3x2 = 6).
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4.1.2 Analise das estratégias mobilizadas no item b - Produto Cartesiano

No Quadro 9 listamos todas as estratégias mobilizadas no item b pelos alunos que

participaram deste estudo.

Quadro 9: Estratégias de resolugdo apresentadas pelos alunos ao resolver o item b do Problema de
Produto Cartesiano

Resposta
Estratégias de resolucdo mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Utilizagdo do Principio Fundamental da Contagem 7 0 7
Apenas resposta 1 2 3
Elaboracdo de desenhos e esquemas 0 1 1
Contagem direta das possibilidades 0 1 1
Utilizacédo do algoritmo da multiplicacdo 0 1 1
Registro de argumentacéo pessoal 0 1 1
Célculos que ndo condiz com problema 1 1 2

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Com vistas a analisar as estratégias identificadas, optamos por selecionar, para este item
do problema, as estratégias “Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem” e “Registro de
argumentacdo pessoal”. Semelhante a analise do item anterior, houve uma maior
representatividade da primeira estratégia. Para este item optamos por apresentar, também, a analise
de uma segunda estratégia visto que possibilita a compreensdo de outra forma de raciocinio dos
alunos.

Nesse sentido, a Figura 14, ilustra a resolucdo apresentada pelo Aluno Al no item b da
questdo 4. Trata-se de um exemplo de uma resolugdo sem sucesso, na qual o aluno utilizou o
registro de argumentacdo pessoal no qual € possivel inferirmos que o mesmo pode ndo ter

compreendido o que foi solicitado no problema de Produto Cartesiano.
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Figura 14: Estratégia mobilizada pelo Aluno Al na resolugéo do item b do Problema de Produto
Cartesiano

b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B. e voltar para

A novamente, passando por B?
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Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Ao analisarmos a resolucdo apresentada pelo Aluno Al para o item b observamos que ele
registrou uma argumentacdo pessoal, que nos permite inferir que 0 mesmo pode ter aplicado o
algoritmo da adicdo (6 + 6 = 12)ou da multiplicacdo (2x6 = 12) por entender que 0s
caminhos eram 0s mesmos e, portanto, deveria realizar o mesmo percurso duas vezes (ida e volta).
Desse modo, a analise nos permite evidenciar que, mesmo nao apresentando a resposta esperada,
a argumentacdo revela indicios de raciocinio combinatorio.

Para resolver o item analisado, observamos que sete alunos utilizaram o Principio
Fundamental da Contagem como estratégia de resolucéo, dentre 0s quais optamos por apresentar

a do Aluno A2, por ser a mais representativa deste grupo.

Figura 15: Estratégia mobilizada pelo Aluno A2 na resolucéo do item b do Problema de Produto
Cartesiano

b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar para

A novamente, passando por B?

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Ao analisarmos a solucéo apresentada pelo Aluno A2, observamos que o mesmo explicita
que sdo seis possibilidades para ir e seis possibilidades também para voltar, justificando sua
resposta, cuja solucao esté correta, o que implica na compreensao dos significados presentes nesse
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tipo de situacdo. Desse modo evidenciamos, também, a presenca do raciocinio combinatério que
possibilitou a solugdo esperada para o problema.

Nesse contexto, o aluno do 9° ano mostrou ter clareza dos invariantes presentes neste tipo de
problema combinatério, compreendendo que teria que percorrer 0s mesmos caminhos duas vezes

(ida e volta) e mobilizou uma estratégia de resolugéo alicercada no principio multiplicativo.

4.1.3 Analise das estratégias mobilizadas no item ¢ - Produto Cartesiano

No Quadro 10 estdo listadas todas as estratégias mobilizadas no item c pelos alunos que

participaram da pesquisa.

Quadro 10: Estratégias de resolucao apresentadas pelos alunos ao resolver o item ¢ do Problema de
Produto Cartesiano

Resposta

Estratégias de resolucdo mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem 8 1 9
Apenas resposta 0 2 2
Elaboracédo de desenhos e esquemas 0 1 1
Contagem direta das possibilidades 0 1 1
Resposta inconclusiva - sem conexado ao problema 0 1 1
proposto

Registro de argumentacéo pessoal 0 1 1
Célculos que ndo condiz com problema 0 1 1

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Tendo em vista a andlise das estratégias identificadas, optamos por eleger, para este item
do problema, apenas a estratégia “Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem” presente
nas resolucdes de dois dos alunos que utilizaram esse procedimento de resolucdo. A justificativa
se fundamenta em observar que a mesma estratégia pode ser evidenciada de maneira diferente
pelos alunos, ou seja, uma constatagdo de como os alunos mobilizam o conceito-em-acgdo de
diversas formas frente as situacfes propostas.

Na resolucdo do item analisado, observamos que nove alunos utilizaram o Principio
Fundamental da Contagem como estratégia para resolver o problema, dentre 0s quais priorizamos
por apresentar as respostas dos Alunos Al e A2, por expressar raciocinios distintos usando uma

mesma estratégia.
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A Figura 16 mostra uma das estratégias de resolucdo presentes em problemas de
combinatdria apresentada pelo aluno participante deste estudo no item c referente a questdo 4. Na
Figura 16, e possivel ver que o Aluno Al argumenta seu raciocinio utilizando do Principio
multiplicativo e chega a uma resposta mal sucedida, mais uma vez parece ndo ter entendido o

enunciado proposto.

Figura 16 Estratégia mobilizada pelo Aluno Al na resolucéo do item ¢ do Problema de Produto
Cartesiano

¢) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B. e depois

voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?
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Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Tal resolucdo nos permite perceber que o Aluno Al procurou utilizar o Principio
Fundamental da Contagem, mas ndo elegeu corretamente os valores a serem considerados no
principio multiplicativo. O que poderia ocorrer para esta situacao, € o aluno usar a Contagem direta
das possibilidades, ja que para o item proposto a solucdo apresenta um resultado possivel de
listagem de todas as possibilidades sem se perder, & também por ser uma estratégia que aparece
com frequéncia desde os anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio.

Na Figura 17, podemos observar que o Aluno A2 ilustra um nivel de compreensdo
elaborado, na qual descreve sua resposta em forma de esquema e conclui através do Principio
Fundamental da Contagem, assim podemos deduzir que ele pensou que, para ir sdao 6
possibilidades, mas apenas uma delas foi escolhida, para ndo repetir estradas na volta, resta 1
possibilidade de C para B e 2 de B para A, resultando em 3 X 2 X 1 X2 = 12 maneiras

diferentes.
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Figura 17: Estratégia mobilizada pelo Aluno A2 na resolucéo do item ¢ do Problema de Produto
Cartesiano

¢) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, ¢ depois

voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?

\ '

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Podemos inferir que a estratégia adotada pelo Aluno A2, o Principio Fundamental da
Contagem, pode estar ligada ao uso frequente da mesma em sala de aula. Tendo em vista que 0s
participantes deste estudo séo alunos do 9° ano, no entanto, acreditamos que em algum momento
de sua trajetoria escolar se deparou com tal estratégia para resolver situacdes pertencentes ao
campo Multiplicativo, como os problemas combinatérios abordados nesta pesquisa.

Nesse sentido, a BNCC (BRASIL, 2017) recomenda que para o desenvolvimento de
habilidades relativas aos NUmeros, Estatistica e Probabilidade os alunos do Ensino Fundamental
tém a possibilidade, desde os anos iniciais, de utilizar o Principio Multiplicativo para “resolver e

elaborar problemas de contagem” (p. 313).

4.2 Andlise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Arranjo

Ao dar prosseguimento na analise relacionada a segunda categoria, onde abordamos o tipo
de problema de Arranjo, é necessario atentarmos para algumas caracteristicas presentes neste tipo
de situacdo combinatdria. “Os elementos sdo escolhidos a partir de um conjunto unico, mas nem
todos os elementos formam as possibilidades a serem enumeradas. Neste tipo de problema a ordem
na qual os elementos sao escolhidos constituem possibilidades distintas” (BORBA, 2013, p. 4).

Na sequéncia apresentamos o problema de Arranjo e seus invariantes, caracterizacdo do
tipo de problema, identificacdo de todas as estratégias de resolucdo, bem como também apontar

algumas dessas estratégias mobilizadas por parte dos alunos.
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e Significado presente no problema de combinatoria - Arranjo

Nesta continuidade apresentamos um dos problemas do tipo Arranjo proposto aos alunos

participantes da pesquisa, indicado como o0 mais representativo desta segunda categorizacéo.

e Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sdo os possiveis trios

para as trés primeiras colocac@es nesta corrida?

Invariantes

- Ordenacéo de elementos de um mesmo conjunto gera novas possibilidades;

- Tendo n elementos, poderdo ser formados agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos,
3 elementos.... p elementos, com 0 < p < n, p e n naturais.

Sendo assim, podemos exemplificar da seguinte maneira: 0 que caracteriza o referido
problema é que de um grupo maior, assim denominamos (cinco cavalos: A, B, C, D, E), alguns
subgrupos sdo organizados e a ordem de escolha destes elementos em arranjos gera possibilidades
distintas, sendo importante na disposicao das possibilidades, ou seja, a organizagdao em “cavalo A,
cavalo B, cavalo C” é diferente da “cavalo A, cavalo C, cavalo B”.

Quando observadas as estratégias de resolucdo que os alunos mobilizaram ao resolverem
0 problema apontado, podemos citar algumas. Nesse sentido, 0 Quadro 11 especifica todas as

estratégias apresentadas no problema pelos alunos que fizeram parte da pesquisa.

Quadro 11: Estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos ao resolver o Problema de Arranjo

Resposta
Estratégias mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem 11 1 12
Utilizacdo da férmula de Arranjo 1 0 1
Utilizacdo da arvore de possibilidades 0 1 1
Contagem direta das possibilidades 0 1 1
Utilizacéo do algoritmo da multiplicacéo e diagrama 0 1 1

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Ao identificarmos todas as estratégias mobilizadas pelos alunos na resolucdo do problema
de Arranjo, observamos que 12 deles utilizaram o “Principio Fundamental da Contagem”. Sendo
assim, optamos por escolher, para este problema, as estratégias “Principio Fundamental da
Contagem” € “utiliza¢do do algoritmo da multiplicagcdo e diagrama”. Relativo ao problema de

Arranjo proposto aos alunos, as estratégias de resolucdo (representada na Figura 18) apareceram
91



apenas uma vez nos registros dos alunos, enquanto que a estratégia mobilizada pelo Aluno Al4
(representada na Figura 19) — foi considerado o procedimento de resolu¢do mais usado pelos
alunos em seus registros. Quanto a escolha dessas estratégias para analise se ancora no fato de
terem sido as mais representativas de todas estratégias mobilizadas na resolucdo do referido
problema.

Segundo Lima (2015) o Principio Fundamental da Contagem é entendido como um
principio implicito na resolucdo de todos os tipos de problemas combinatorios. Em um estudo
sobre o “Principio Fundamental da Contagem: Conhecimentos de professores de Matematica
sobre seu uso na resolucdo de situacdes combinatdrias”, a autora esta em acordo com as
pesquisadoras Pessoa e Borba (2009) acreditando “que se os professores tém conhecimento de
como o PFC pode ser explorado na resolucdo de distintas situacbes combinatorias e de como este
principio é base das formulas da Combinatdria, o ensino e a aprendizagem da mesma podem ser
facilitados” (LIMA, 2015, p. 26).

Na Figura 18, é possivel observar que o Aluno A6 apresenta o algoritmo da multiplicacéo
e o diagrama como estratégias de resolucdo para a questdo 10 que se relaciona com o significado
presente na combinatoria, Arranjo. O que apresenta ndo ter a compreensdo de situagdes desse tipo,

neste caso, apresentando 15 possiveis trios de se ter 1°, 2° e 3° lugar a partir de cinco elementos.

Figura 18: Estratégia mobilizada pelo Aluno A6 na resolucéo do Problema de Arranjo

Questiio 10) Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sio os

possiveis trios para as trés primeiras colocagdes nesta corrida?
"2
3

15

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Podemos observar na Figura 18 em relacdo a estratégia apresentada pelo Aluno A6, ao usar
o algoritmo da multiplicacéo e o diagrama como representacdes simbdlicas para a referida questéo,
que o aluno ndo consegue chegar ao resultado correto, deduzimos que tal raciocinio poderia estar
relacionado as tentativas de usar estratégias no sentido de validar o seu pensamento na
representacao dos possiveis trios.

Quanto ao Aluno A14, como ilustrado na Figura 19 a seguir, ha indicios de que ele tenha

entendido o significado presente no problema combinatorio indicado, uma vez que justifica sua
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resposta de forma coerente utilizando o Utilizacao do Principio Fundamental da Contagem como

estratégia de resolucdo, que o levou ao acerto.

Figura 19: Estratégia mobilizada pelo Aluno A14 na resolucdo do Problema de Arranjo

Questao 10) Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sdo os

possiveis trios para as trés primeiras colocagdes nesta corrida?

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Em relacdo a estratégia de resolugdo mobilizada pelo Aluno A14 do 9° ano no problema de
Arranjo, os dados evidenciam o registro de um raciocinio coerente em que utilizou um esquema
utilizando o Principio Fundamental da Contagem.

Dessa forma, um dos argumentos para o0 uso desta estratégia, pode estar alinhada ao estudo
de Moreira (2014) com professores que ensinam matematica, nos principais resultados com
relacdo a andlise qualitativa dos tipos de respostas e estratégias, o pesquisador afirma que: "as
estratégias mais utilizadas foram o Principio Fundamental da Contagem e as formulas, o que
demonstrou uma preferéncia dos professores por métodos mais formais de resolucdo”
(MOREIRA, 2014, p. 145).

Nesse sentido, podemos deduzir que as praticas/abordagens elegidas pelos professores no
tocante as estratégias de resolucdo de problemas, podem estar influenciando na maneira como 0s
alunos buscam solucionar as situacdes que lhes sdo apresentadas, pois hd uma tendéncia de os

alunos reproduzirem os mesmos procedimentos trabalhados em de sala de aula.

4.3 Andlise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Permutacéo

Com relacéo a terceira categoria a ser analisada, amparamos numa referéncia de Borba
(2013), em que a autora admite, PermutacOes sdo casos particulares de arranjos, nos quais todos
os elementos séo escolhidos. Num entendimento mais amplo do conceito, “estes sdo tipos de
problemas distintos, pois nos arranjos os elementos ndo sdo todos utilizados na escolha de cada
possibilidade e nas permutacbes todos os elementos sdo utilizados em cada uma das
possibilidades” (BORBA, 2013, p. 4).

93



Nesse contexto, exibimos os invariantes desse tipo problema combinatorio, caracteristicas
que o diferencia dos demais significados presentes na combinatéria, bem como a identificacdo das

estratégias de resolucdo e uma ilustragdo de respostas dos alunos utilizando duas dessas estratégias.

Significado presente no problema de combinatoria - Permutacéo

Para a terceira categoria, exibimos a seguir o problema do tipo Permutagdo proposto aos
alunos do 9° ano, foi escolhido por ser o Unico da sequéncia de atividades que possuia este
significado da Combinatdria. Desta maneira € o problema que contempla esta categorizagao.

e Quantos numeros, de 3 algarismos distintos, podemos formar com os digitos 7, 8
e 9?

Invariantes

- Ordenacéo de elementos de um mesmo conjunto gera novas possibilidades;

- Todos os elementos do conjunto seréo usados, cada um apenas uma vez (especificamente para
0S €asos sem repeticao).

O que caracteriza o tipo de problema € que todos os elementos sdo usados em diferentes
ordens para formar as permutacGes, com base no problema exposto, podemos usa-lo como
exemplo: dado um conjunto de trés elementos distintos (como 7-8-9), sdo usados todos os trés
elementos para formar as sequéncias ordenadas. Para formar todas as permutacdes com todos 0s
algarismos, os trés algarismos devem ser usados e quando a ordem dos elementos é modificada,
novas possibilidades sdo geradas, por exemplo, 789 ¢ diferente de 897, que é diferente de 978.

Na direcdo de organizagdo para esta categoria, passamos a apresentar todas as estratégias
de resolucdo mobilizadas pelos alunos, exibindo duas dessas estratégias que tiveram maior
representatividade e fazendo uma analise do processo de resolucdo do problema proposto. A
seguir, 0 Quadro 12 apresenta todas as estratégias mobilizadas pelos alunos ao resolverem o

problema de Permutagéo.

Quadro 12: Estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos ao resolver o Problema de Permutacéo

Resposta
Estratégias mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Utilizacdo do Principio Fundamental da Contagem 7 0 7
Contagem direta das possibilidades 6 1 7
Arvore de possibilidades 1 0 1
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Problema de Permutacdo em branco 1 1
Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Semelhante ao que ocorreu no problema de Arranjo, 0 mesmo também foi observado para
0 problema de Permutacdo, ou seja, houve um menor nimero de diversificacdo das estratégias,
sendo o Principio Fundamental da Contagem como a estratégia mais utilizada. Assim,
identificadas as estratégias, decidimos selecionar duas dessas estratégias para a analise,
“Contagem direta das possibilidades” € “Principio Fundamental da Contagem”, com 0 intuito
de apresentar aquelas que ddo maior visibilidade e diversificacdo em relacéo aos tipos de respostas
dadas pelos alunos ao problema sugerido.

Assim, a Figura 20 apresenta uma das estratégias de resolucéo para o problema proposto.
O aluno A2, mostra evidéncias no entendimento da situacdo proposta, listou todas as
possibilidades de trés algarismos distintos com os algarismos 7, 8 e 9. Dessa forma, o que indica

ter compreenséo dos invariantes envolvidos no problema de Permutacéo.

Figura 20: Estratégia mobilizada pelo Aluno A2 na resolucgéo do Problema de Permutagéo

Questio 11) Quantos numeros, de 3 algarismos distintos. podemos formar com os

digitos 7, 8 ¢ 9?7

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Para o problema de Permutacéo exibido na Figura 20, podemos perceber a mobilizacéo do
conceito-em-acgdo de permutagfes por este aluno, mesmo sem ter consciéncia de seu conhecimento
de permutacdes. Temos a situacdo em que se pede para formar nimeros com trés algarismos
distintos (algarismos 7, 8 e 9) e, assim, 0 aluno pode listar sistematicamente as seis possibilidades.
Provavelmente os alunos dos anos finais do Ensino Fundamental ndo saberiam expressar
matematicamente como se faz para obter todas as possiveis permutacdes de elementos de um dado
conjunto.

Na sequéncia, apresentamos a solugdo apresentada na Figura 21 pelo Aluno A7 em que ele
utiliza o Principio Fundamental da Contagem como estratégia de resolucdo para encontrar

resultado de maneira correta.
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Figura 21: Estratégia mobilizada pelo Aluno A7 na resolucdo do Problema de Permutacéo

Questdao 11) Quantos nameros, de 3 algarismos distintos, podemos formar com os

digitos 7. 8 ¢ 97

O OuU

oS duk *ll)r -

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Diante da resolucdo é possivel perceber que o Aluno A7, como mostrado na Figura 21
recorreu ao Principio Fundamental da Contagem como estratégia de resolugdo e consegue
estabelecer o resultado corretamente. Percebemos que o aluno, ao registrar sua resposta, usou um
procedimento adequado para o registro de sua resposta, evidenciando a ndo utilizacdo da formula
de Permutacdo (B, = n!). Haja vista que, pelo fato de ser um aluno do 9° ano, possivelmente, ainda
ndo teve contato com resolucbes de problemas de Permutacdo utilizando procedimentos
formalizados.

A andlise possibilitou observar, que nos registros do Aluno A7 ele ndo utiliza a formula de
Permutacdo, mas de maneira implicita a formula se evidencia. Nesse sentido, as pesquisadoras
Pessoa e Borba (2009, 2010) afirmam que € possivel desenvolver bem cedo compreensées sobre

esses tipos de problemas (arranjo, permutacao e combinacao).

4.4 Andlise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Combinacéo

Na quarta e ultima categoria da referida analise, apresentamos as caracteristicas desse tipo
de significado presente na combinatéria. Em um estudo realizado por Pessoa e Borba (2010) sobre
“O desenvolvimento do raciocinio combinatorio na escolariza¢do bdsica”, as autoras afirmam
que os problemas de Combinacéo, podem ser compreendidos de forma semelhante aos problemas
de arranjo, tem-se um conjunto maior e dele séo retiradas possibilidades para formar subconjuntos,
porém, de forma diferente, a ordem dos elementos ndo constituem possibilidades distintas.

Por fim, para completar a nossa analise discorremos em relacdo ao Ultimo problema de

Combinatoria, invariantes nele envolvidos, assim como as principais caracteristicas.
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e Significado presente no problema de combinatdria - Combinacéo

Na quarta e ultima categorizacdo, apresentamos o problema do tipo Combinacédo que foi
proposto aos alunos e que, dentro da sequéncia de atividades proposta, se mostrou 0 mais
representativo.

e (Adaptado do banco de questdes da OBMEP (2011, p. 37) - Nivel 2) Seis pontos

séo marcados ao redor de uma circunferéncia, como ilustra a figura.

a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes pontos? (Uma

corda € um segmento de reta ligando dois pontos sobre uma circunferéncia.)

b) Quantos tridngulos podem ser formados ligando trés quaisquer destes pontos?

Invariantes

- A ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades;

- Tendo n elementos, poderdo ser formados agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos,
3 elementos.... p elementos, com 0 < p < n, p e n naturais.

O que caracteriza o problema acima é a ordenacdo dos elementos que ndo determina
possibilidades diferenciadas entre si. Deste modo, por exemplo, se temos uma circunferéncia como
ilustrada no problema proposto, sendo seis pontos ao seu redor (A, B, C, D, E, F) e assim deseja
escolher dois pontos quaisquer que estdo nas extremidades da circunferéncia para formar uma
corda. Entdo, temos um conjunto Gnico com seis elementos (pontos) a partir do qual devemos
escolher dois desses elementos. Se escolhermos o ponto A e o ponto B (corda AB), esta
possibilidade é idéntica & escolha dos pontos B e A (corda BA).

Na sequéncia elencamos todas as estratégias de resolu¢do em que os alunos se mobilizaram
ao resolver cada item do referido problema e dois exemplos de resposta que melhor expressam tais

estratégias de resolucéo.
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4.4.1 Analise das estratégias mobilizadas no item a - Combinacao

No Quadro 13 estdo listadas todas as estratégias mobilizadas pelos alunos que participaram

da pesquisa referente ao item a da questdo de Combinacéo.

Quadro 13: Estratégias de resolucao apresentadas pelos alunos ao resolver o item a do Problema de

Combinacéo
Resposta

Estratégias mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Apenas resposta 2 2 4
Elaboracédo de desenhos e esquemas 3 2 5
Contagem direta das possibilidades 1 1 2
Utilizacdo do Principio Aditivo 1 0 1
Resposta inconclusiva - sem conexao ao problema 0 1 1
proposto

Utilizacdo da formula de Combinacéo 3 0 3

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

Por meio do Quadro 13, podemos observar uma variedade de estratégias apresentadas pelos
alunos ao responder o problema indicado. Chamamos a atencdo para a auséncia de uma das
estratégias mais evidenciadas pelos alunos nos problemas do tipo (Produto Cartesiano, Arranjo e
Permutacdo), que foi o Principio Fundamental da Contagem. Desse modo, com vistas a analisar as
estratégias identificadas, optamos por selecionar, para este item do problema, as estratégias
“Utilizagdo da formula de Combinagdo” e “Contagem direta das possibilidades”. A primeira se
justifica pelo fato de ter sido uma das mais representativas do Quadro 13 e a segunda, embora nao
tenha sido a estratégia mais utilizada pelos alunos, optamos por apresenta-la com a finalidade de
diversificar a analise no tocante aos tipos de estratégias mobilizadas na resolucdo do item em
questao.

Na sequéncia, as estratégias ilustradas nas Figuras 22 e 23 se relacionam com o tipo de
problema combinatdrio presente no item a da questdo 6. Por meio da Figura 22, o Aluno A7
utilizou a férmula de Combinacéo para resolver o problema proposto de forma correta. Como 0s
dados ndo sdo identificados, mas conhecendo a caracteristica dos participantes da pesquisa,
inferimos que a utilizacdo de formulas como estratégias de resolucdo usada pelo aluno A7 e
também por outros alunos, pode estar relacionado a participacdo deles em curso preparatorio para

0 ingresso no ensino médio, 0 que é uma das caracteristicas comuns dos alunos que estudam na
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instituicdo de realizacdo da referida pesquisa, pois até nos Anos finais do Ensino Fundamental

geralmente ndo é trabalhado conceitos formalizados para a situagdo proposta.

Figura 22: Estratégia mobilizada pelo Aluno A7 na resolucédo do item a do Problema de Combinacéo

Questido 06) Seis pontos sdo marcados ao redor de uma circunferéncia. como ilustra a

figura.

a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes pontos? (Uma

corda ¢ um segmento de reta ligando dois pontos sobre uma circunferéncia.)

mbl = ,_;‘% - 20

EETE—

cocANb

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Ao analisar o item a do problema proposto, percebemos que o aluno priorizou o célculo
numérico através da formula de Combinacdo de maneira correta, mas ao indica-la de “N ” e nao
de “C(,2)”, mostra ndo ter clareza na compreensdo da aplicagdo da formula. Com isso, podemos
inferir que esse aluno apresentou uma resolucao de forma mecanizada, ou mesmo pelo motivo que
ja foi afirmado no item anterior.

O Aluno Al1 representado na Figura 23, exibiu todas as possibilidades de combinacéo das
cordas, utilizando a representacdo simbdlica listagem (contagem direta das possibilidades) para
responder o item a referente ao problema de Combinacéo, cuja solugdo esté correta, chegando a
conclusdo de quinze possibilidades. Nesse caso, 0 aluno apresentou todos 0s casos possiveis.
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Figura 23: Estratégia mobilizada pelo Aluno A1l na resolucéo do item a do Problema de Combinacao

Questiio 06) Seis pontos sdo marcados ao redor de uma circunferencia, como ilustra a

figura.

a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes pontos? (Uma

corda é um segmento de reta ligando dois pontos sobre uma circunferéncia.)

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

O Aluno Al1, representado pela Figura 23, resolveu o item via listagem de possibilidades,
ou seja, enumerou todas as possibilidades ao identificar alguma regularidade com relacdo a
situacdo proposta. Em problemas desse tipo em que apresentam um ndmero de possibilidades
considerado pequeno é bem razoavel que o aluno utilize dessa estratégia, caso contrario, pode ficar
inviavel simbolizar uma quantidade de possibilidades quando se tem um resultado maior, pois
dificulta no controle das possibilidades, neste caso, é necessario a formalizacdo do procedimento

realizado.
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4.2.2 Anélise das estratégias mobilizadas no item b - Combinagao

No Quadro 14 estdo listadas todas as estratégias mobilizadas no item a pelos alunos que

participaram da pesquisa.

Quadro 14: Estratégias de resolugdo apresentadas pelos alunos ao resolver o item b do Problema de

Combinagéo
Resposta
Estratégias mobilizadas Correta | Incorreta | Total
Apenas resposta 2 4 6
Elaboracéo de desenhos e esquemas 0 2 2
Contagem direta das possibilidades 2 0 2
Resposta inconclusiva - sem conex&o ao problema proposto 0 1 1
Utilizacdo da formula de Combinacéo 4 0 4
Registro de argumentacao pessoal 0 1 1

Fonte: Dados da Pesquisa (2020).

No Quadro 14, foram listadas todas as estratégias apresentadas pelos alunos para o item do
b do problema de Combinac&o, tendo em vista a analise das estratégias identificadas, optamos por
selecionar, para este item do problema, “Utiliza¢do da formula de Combina¢do” e “Contagem
direta das possibilidades”. Notamos que os procedimentos de resolucdo foram semelhantes ao
descrito no item anterior do referido problema. A justificativa pela escolha de duas dessas
estratégias para a andlise estd amparada na representatividade e diversificacdo dos tipos de
respostas atribuidas pelos alunos ao responder a questdo em analise.

As Figuras 24 e 25 apresentadas na sequéncia mostram duas das estratégias citadas para o
item b da questdo 6, mobilizadas pelos alunos do 9° ano participantes desta pesquisa. Podemos
observar que na Figura 24 quanto na Figura 25 os alunos utilizaram de estratégias bem sucedidas
no item b do problema de Combinag&o, raciocinio an&logo ao que ocorreu também no item a.

Na Figura 24, podemos perceber como o Aluno A7 apresentou a formula de Combinacéo

mostrando compreensao em sua aplicacdo, que o conduziu ao acerto.
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Figura 24: Estratégia mobilizada pelo Aluno A7 na resolucdo do item b do Problema de Combinacéo

b) Quantos tridngulos podem ser formados ligando trés quaisquer destes pontos?
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Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Nos registros revelados pelo Aluno A7 no item b apresentados na Figura 24, podemos
observar que ele utilizou dos mesmos procedimentos analisados para o item a da Quest&o 06.

Por meio da resolucdo apresentada na Figura 25, é possivel perceber que o Aluno A1l
utilizou estratégias de resolu¢do como, listagem de todas as possiveis combina¢Ges com os trés
pontos a fim de formar os triangulos esgotando todas as possibilidades com a cautela de ndo
cometer erros nesta contagem, utilizando a representagdo simbdlica Contagem direta das

possibilidades, assim alcangando vinte casos possiveis.

Figura 25: Estratégia mobilizada pelo Aluno A1l na resolucédo do item b do Problema de Combinacéo

b) Quantos tridngulos podem ser formados ligando trés quaisquer destes pontos?

Fonte: Dados da Pesquisa (2020)

Na Figura 25, podemos observar que o Aluno All recorre da mesma estratégia de
resolucdo, Contagem direta das possibilidades utilizada por ele no item a da Questéao 06.

Diante dos dados analisados, podemos observar que a utilizacdo de algumas representacoes
simbdlicas no sentido de responder o problema de Combinacdo proposto aos alunos participantes
desse estudo, exigem dos alunos uma atencao no que diz respeito a exclusdo dos casos repetidos,
por exemplo, ao usar estrategias de resolugdo como a listagem e a arvore de possibilidades.

Nesse sentido, em relagdo aos problemas combinatérios que apresentam o significado da
Combinagéo, é fundamental que o professor conduza um trabalho no sentido de orientar os alunos
guanto aos invariantes presentes neste tipo de situacdo. Os invariantes (VERGNAUD, 1986) dos
diferentes significados precisam ser analisados, discutidos, refletidos, dessa maneira, permite ao

aluno desenvolver a compreensao das diferentes I6gicas envolvendo as situa¢Ges propostas.
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Portanto, buscamos identificar e analisar as diferentes estratégias mobilizadas pelos alunos
do 9° ano do Ensino Fundamental que participaram desta pesquisa. Diante da analise foi possivel
verificar os variados procedimentos utilizados pelos alunos que ndo sdo caracteristicos de niveis
especificos de ensino. Segundo Borba (2013), um aspecto que precisa ficar evidente aos alunos ao
serem trabalhadas situacdes combinatdrias em sala de aula, diz respeito as relagdes especificas de
escolha de elementos e ordenacdo dos elementos, € o que diferencia os problemas basicos de

combinatdria (produtos cartesianos, arranjos, permutacdes e combinaces).

4.5 Algumas consideracdes sobre as estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos no

presente estudo

Concluida a analise a partir dos dados coletados para o estudo em discusséo, foi possivel
verificar a variedade de estratégias mobilizadas pelos alunos do 9° ano para a resolucdo de
problemas que envolveram o raciocinio combinatério.

De acordo com PESSOA e BORBA (2009) séo Vvarias as representacdes simbdlicas, como:
desenhos, listagens de possibilidades, arvores de possibilidades, diagramas, quadros, uso de
férmulas ou célculos, entre outras.

Desse modo, na presente pesquisa identificamos uma variedade de estratégias utilizadas
pelos alunos nos problemas que envolveram diferentes significados de Combinatoria (Produto
Cartesiano, Arranjo, Permutacédo ou Combinacéo), entdo decidimos descrevé-las no Quadro 15 de
acordo com as ideias sugeridas por Pessoa (2009).

Assim, apresentamos a seguir 0 Quadro 15 ancorado na concepcao de Pessoa (2009), com
a organizacdo de diferentes tipos de estratégias utilizadas pelos alunos ao resolverem os problemas
de Combinatdria. Tal estudo foi, posteriormente, utilizado por Azevedo (2013) e Vega (2014) para
classificar a variedade de respostas que os alunos utilizaram ao deparar-se com problemas

combinatorios.
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Quadro 15: Estratégias de resolucédo apresentadas pelos alunos ao resolverem problemas de

Combinatdria propostos.

Estratégias

Caracteristicas

1. Nao explicitou

Quando o aluno apenas forneceu a resposta, correta ou incorreta. Desse

estrategia modo fica dificil precisar com certeza qual estratégia foi utilizada para a
resolucéo.

2. Adicéo / O aluno utilizou os valores apresentados no enunciado numa destas

subtracdo operacdes. A resposta é incorreta sem relagao.

3. Divisao Neste caso o aluno utilizou os valores apresentados no enunciado para
realizar uma divisdo. A resposta é incorreta sem relacao.

4. Desenho O aluno desenhou as possibilidades, utilizando-se dos dados, podendo a
resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou ndo, sistematizacdo no
processo de resposta e com ou sem O esgotamento de todas as
possibilidades.

5. Arvore de O aluno desenhou as possibilidades, utilizando-se dos dados, podendo a

possibilidades

resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou ndo, sistematizacdo no
processo de resposta € com ou sem O esgotamento de todas as
possibilidades. O aluno construiu uma arvore de possibilidades, podendo
apresentar uma resposta correta ou incorreta, com ou sem sistematizagéo
dos elementos, com ou sem esgotamento de possibilidades.

6. Diagrama

O aluno construiu um diagrama para representar o0 processo de solucao.
Pode haver resposta correta ou incorreta, com ou sem sistematizagdo, com
ou sem esgotamento de possibilidades.

7. Listagem de
possibilidades

O aluno listou as possibilidades de forma escrita, com 0s homes ou com
simbolos, podendo a resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou ndo, o
estabelecimento de relacdo e/ou o esgotamento de todas as possibilidades.

8. Adicéo Quando o aluno utilizou a adicdo de parcelas repetidas, mas esta €
inadequada de | inadequada para o que o problema solicita. A resposta é incorreta sem
parcelas relacdo.
repetidas
9. Adicéo Quando o aluno percebeu que pode utilizar uma adicdo de parcelas
adequada de repetidas para resolver o problema, geralmente substituindo a multiplicagéo
parcelas adequada. A resposta pode ser correta ou incorreta.
repetidas
10. O aluno relacionou o problema a um produto, entretanto, em situagcdes nas
Multiplicacdo | quais ela ndo se aplica. A resposta € incorreta sem relacao.
inadequada
11. O aluno relacionou o problema a um produto, com a possibilidade correta
Multiplicacdo | de seu uso. A resposta pode ser correta ou incorreta.
adequada
12. Principio Quando o aluno utilizou o PFC para resolver o problema. A resposta pode

Fundamental da
Contagem (PFC)

ser correta ou incorreta.

13. Uso
adequado
de formulas

Quando o aluno utilizou uma férmula adequada ao que o problema solicita.
A resposta pode ser correta ou incorreta.

Fonte: adaptado a partir das ideias de Pessoa (2009).
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Concluindo a referida analise optamos por adaptar 0 Quadro 15 com as representacfes
simbolicas classificadas pela autora citada, e mencionar aquelas que foram encontradas durante o
processo de anélise dos dados da referida pesquisa. De todas as estratégias apresentadas pelos
alunos participantes deste estudo, destacamos treze tipos de representacdes simbdlicas
(estratégias), encontradas nos registros das resolucdes utilizadas pelos alunos ao responderem o0s
problemas propostos.

A andlise possibilitou uma melhor compreensdo dos aspectos relacionados as discussdes
tedricas e metodoldgicas acerca do desenvolvimento do raciocinio combinatorio bem como a
problematizacdo das diferentes estratégias que podem ser mobilizadas pelos alunos ao resolverem
situacdes problema desta natureza.

Contudo, os dados analisados nos possibilitaram elaborar um Produto Educacional voltado

a formacao de professores de Matematica, tal como mencionado anteriormente.
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve como objetivo principal identificar e analisar as diferentes
estratégias de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental na resolucéo de situagdes/problemas
do Campo Conceitual Multiplicativo, especificamente os problemas de Combinatéria. Ao
buscarmos atender o objetivo dessa pesquisa identificamos diferentes estratégias de resolugdo
mobilizadas pelos alunos, com relacdo a analise das mesmas, foi feita mediante & descricdo de
quatro categorias: a) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Produto
Cartesiano; b) Analise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Arranjo; c)
Anélise das estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Permutacédo; e d) Andlise das
estratégias mobilizadas pelos alunos no Problema de Combinacéo.

Foram apresentados 0s pressupostos tedricos, um mapeamento acerca do Campo das
Estruturas Multiplicativas e o percurso metodoldgico no qual embasaram o desenvolvimento da
mesma. A partir das referéncias citadas, bem como da investigacdo proposta, foram apresentados
e discutidos os resultados obtidos a partir da analise quantitativa dos dados coletados junto a
dezesseis alunos do 9° ano do Ensino Fundamental através da realizacdo de uma sequéncia de
atividades envolvendo doze questdes sobre os 4 tipos de problemas combinatérios (Produto
Cartesiano, Arranjo, Permutagdo, Combinacao).

Vale ressaltar que realizamos um mapeamento de pesquisas brasileiras acerca do Campo
das Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. Tal
mapeamento foi realizado a partir de buscas por pesquisas disponibilizadas no Banco de
Dissertagdes e Teses da CAPES, mapeamos 64 pesquisas, sendo que apenas 4 delas, tinham como
foco de investigacdo o Raciocinio Combinatério. Sabemos que varios estudos (ROCHA, 2011;
AZEVEDO, 2013; VEGA, 2014; MONTENEGRO, 2018) que abordam o raciocinio combinatério
na perspectiva do Vergnaud, nos quais estdo inseridos no Campo das Estruturas Multiplicativas
ndo estdo contemplados neste mapeamento, pelo fato dos descritores utilizados na busca.

Em funcéo da pandemia da COVID-19, os dados para a referida pesquisa foram obtidos no
contexto do ensino remoto. Essa foi uma limitacdo para o estudo, uma vez que acreditamos que
poderiamos ter alcancado uma quantidade maior de dados se a produgdo dos dados pudesse ter
sido realizada com os alunos de forma presencial. Um indicador que nos possibilita apontar esta
limitacdo é o numero de alunos participantes no contexto remoto. Presencialmente, provavelmente,
a adesdo teria sido maior, j& que na escola havia duas turmas de alunos do 9° ano com
aproximadamente 56 alunos regularmente matriculados. Com esse montante de alunos

participando, acreditamos que poderiamos ter uma diversidade maior de estratégias de resolucdes.
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Com a pandemia evidenciamos que nem todos os alunos tiveram acesso ao ensino remoto
de maneira igualitaria. Outro ponto relevante é a presenca da professora-pesquisadora em sala de
aula para as interagcfes entre aluno e professor, as relagcdes que os proprios alunos estabelecem
quando estdo reunidos presencialmente. Enquanto, que no ensino remoto ndo existe essa conexao
face a face, enxergamos o aluno e professor de um aparelho tecnoldgico ou por meio de interacdes
via mensagens de texto.

Por outro lado, dentro das possibilidades da professora-pesquisadora, da escola, dos alunos
e de seus responsaveis, foi possivel coletar os dados que ddo sustentacdo a presente pesquisa
através de orienta¢bes, documentos enviados via aplicativo de WhatsApp, 0 grupo de discussdo
por meio do WhatsApp com os alunos para a conducgéo de todo o processo de coleta dos dados e a
sequéncia de atividades disponibilizada na escola para que o aluno ou responsavel tivesse acesso
seguindo os protocolos de seguranga.

Quanto aos problemas selecionados para a analise, de uma sequéncia de atividades
proposta aos alunos contendo doze questdes, optamos por selecionar uma questao de cada um dos
tipos de problemas combinatdrios, assim sendo, havia apenas um problema do tipo Permutacéo, e
com isso a questdo de Permutacédo foi a escolhida por ser a Gnica da sequéncia que possuia este
tipo de significado. Apds a anélise dos dados evidenciou-se que esta foi uma das limitag6es do
estudo. Sugerimos que haja pelo menos duas questdes de cada tipo de significado da Combinatdria
para poder ter uma diversidade maior de estratégias.

A anélise se pautou principalmente no diz respeito aos significados de Combinatéria dos
problemas (Produto Cartesiano, Arranjo, Permutacdo e Combinacdo). Vale ressaltar que neste
estudo tratamos apenas de Permutacéo simples, Arranjos sem repeticdo e Combinacdes simples.
De acordo com Pessoa (2009) e importante lembrar o que diferencia cada significado com seus
invariantes da combinatdria para que se possa refletir sobre as particularidades de cada um dos
tipos de problemas combinat6rios. O que caracteriza o produto cartesiano é que dois ou mais
conjuntos disjuntos sdo combinados para formarem um terceiro conjunto. Nos arranjos, de um
grupo maior, alguns subgrupos sdo organizados e a ordem dos elementos gera novas
possibilidades. No caso da Permutacdo, todos os elementos séo usados em diferentes ordens para
formar as permutacdes e, quando a ordem dos elementos é modificada, novas possibilidades sdo
geradas. E nas combinacdes, de modo semelhante aos problemas de arranjo, tem-se um conjunto
maior e dele sdo retiradas possibilidades para formar subconjuntos, porém, de forma diferente, a
ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades (PESSOA, 2099, p. 245).

Com relacédo aos problemas combinatorios discutidos neste estudo, sdo varias as estratégias
de resolucdo que os alunos mobilizaram para resolver os problemas propostos, diferentes formas

de representacdo: Principio Fundamental da Contagem, desenhos, esquemas, Contagem direta das
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possibilidades, respostas inconclusivas (sem conexdo ao problema proposto), utilizacdo de
férmulas, registro de argumentacdo pessoal, apenas respostas corretas ou incorretas, principio
aditivo, algoritmos da multiplicacdo e da divisdo. "As diferentes formas de representacio
simbdlica ocorrem tanto no que se refere as solucdes apresentadas pelos alunos quanto na
proposicdo da questdo™ (PESSOA, 2009, p. 80).

Percebemos que a maioria dos alunos do 9° ano participantes desta pesquisa, conseguiram
apresentar respostas utilizando de estratégias bem sucedidas evidenciando raciocinios coerentes
com relagdo aos problemas propostos, no caso especifico deste estudo, foram nos problemas de
Produto Cartesiano e Combinacdo que os alunos mobilizaram estratégias mais diversificadas,
entretanto, muitos ainda ndo conseguiram perceber os invariantes envolvidos nos problemas de
Arranjo, Permutacdo e Combinacdo e apresentaram estratégias incompletas ou inadequadas, ou
mesmo utilizou de estratégias adequadas, mas ndo implicou em respostas corretas.

De acordo com Pessoa e Silva (2012) os invariantes sdéo elementos fundamentais para que
se compreendam as logicas subjacentes em cada significado da Combinatoria (tipos de problema
combinatorio). Assim, os problemas combinatdrios podem ser resolvidos por meio de diferentes
formas de representacdo (representacGes simbolicas): desenhos, listagens, &rvores de
possibilidades, tabelas, formulas, dentre outras.

Um ponto a ser observado na analise dos resultados, e com relacdo a estratégia mais
utilizada pelos alunos e estratégias menos exploradas, o Principio Fundamental da Contagem foi
uma estratégia muito recorrente nas resolucdes apresentadas pelos alunos, pois possibilita a
resolucdo de diferentes tipos de problemas combinatérios e duas das estratégias apresentadas nos
registros menos usadas foram a arvore de possibilidades e o diagrama, sendo que a arvore de
possibilidades é uma estratégia muito indicada nas resolucdes de exercicios propostos em livros
didaticos destinados aos anos finais do Ensino Fundamental (JUNIOR; CASTTRUCCI, 2018) e
no Ensino médio (LEONARDO, 2016).

Como sugestdo para futuras investigacdes com os mesmos dados, é possivel considerar
uma analise tedrica e metodologica acerca dos erros e acertos praticados pelos alunos nos quatro
tipos de problemas de Combinacdo, na tentativa de investigar se a estratégia adotada pelo aluno
pode ou poderd induzi-lo ao erro ou acerto. Ainda, pode-se pensar na possibilidade de desenvolver
uma pesquisa do tipo estado da arte no sentido de ampliar o mapeamento ja realizado, sobre o
Campo das Estruturas Multiplicativas na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud e de outras teorias com foco na combinatéria.

Acreditamos na relevancia desta tematica para a area de Educacdo Matematica e que a
presente pesquisa possa contribuir, de alguma forma, para que nos professores nos atentemos para

nossas dificuldades e limitacdes em relacdo aos nossos conhecimentos, procurando nos aperfeicoar
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profissionalmente e compreender que a nossa formacdo é continua. Assim esperamos, que as
discussdes tedricas e metodoldgicas tecidas neste estudo acerca das estratégias de resolugdes em
problemas combinatérios auxiliem na formacéo de professores de matemaética.

Assim sendo, elaboramos um Produto Educacional no sentido de fomentar os professores
de matematica a desenvolver habilidades em resolver e elaborar problemas de contagem cuja
resolucdo envolva a aplicacdo do Principio Fundamental da Contagem, no que tange o raciocinio
combinatério, permitindo assim aos alunos criarem suas proprias conjecturas, utilizando e

comunicando suas estratégias de resolugdo de maneira mais clara e objetiva.
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Apéndice 1 — Termo de consentimento livre e esclarecido (TCLE para pais ou responsaveis)

Universidade Federal de Ouro Preto - Programa de P6s-graduacdo em Educagéo

Matematica

Titulo da pesquisa: Analise de estratégias de resolucéo de atividades, envolvendo raciocinio

combinatdrio, enquanto dispositivo para a formacao inicial de professores de Matematica

Seu filho (a) estd sendo convidado (a) a participar, como voluntario (a), em uma
pesquisa educacional, cujo objetivo é investigar como um projeto composto por atividades
voltadas para o ensino de Matematica pode contribuir para a mudanca da representacdo social
da Matematica e como essa mudanca impacta a aprendizagem de um grupo de alunos do 9° ano
do Ensino Fundamental.

Para que a pesquisa possa ser realizada, utilizaremos duas horas aulas do periodo letivo.
O material coletado sera destinado a anélise posterior, exclusivamente em favor da pesquisa.

Esclarecemos que a participacédo de seu filho (a) é voluntaria e ndo havera qualquer tipo
de pagamento para participacdo na pesquisa. Seu filho (a) podera deixa-la a qualquer momento,
bem como se recusar a responder a qualquer pergunta que a ele (a) for feita, sem qualquer tipo
de prejuizo.

Os possiveis riscos que poderdo ocorrer nessa etapa da metodologia adotada nessa
investigacao estdo relacionados com o manejo de materiais manipulativos, alguns de utilizagéo
frequente dos alunos, como, por exemplo, lapis, borracha, régua, caneta e calculadora, que serdo
necessarios para a realizagdo das atividades propostas em sala de aula.

No entanto, os possiveis riscos serdo minimizados e/ou eliminados por meio da
supervisdo e da orientacdo da professora-pesquisadora e do professor-orientador por meio de
orientacOes especificas para que a atividade em sala de aula seja realizada com seguranca.

Os beneficios referem-se a oportunidade de os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental
revisitarem conhecimentos prévios, bem como consolidar conceitos e procedimentos
relacionados ao estudo de Analise Combinatoria.

A participacdo é confidencial e em hipoGtese alguma o material coletado durante a
atividade sera divulgado, sem prévia autoriza¢ao. Todo o material coletado sera arquivado na sala
n° 1-13, ICEB Il do professor orientador dessa pesquisa, no Instituto de Ciéncias Bioldgicas da
Universidade Federal de Ouro Preto — Campus Morro do Cruzeiro por cinco anos, assegurando-
se o sigilo sobre a participagdo dos envolvidos no projeto. Apos esse periodo, os dados serdo

destruidos. Os conhecimentos resultantes do estudo poderao ser divulgados em revistas, jornais,
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congressos, simpasios, uma dissertacdo de mestrado e um Produto Educacional. As identidades
da escola e dos alunos serdo salvaguardadas pelo uso de nomes ficticios. Caso o (a) senhor (a)
ndo autorize a participacao de seu filho (a), dele (a) nenhuma informacéo seré coletada, incluindo
registros escritos. Além disso, a recusa em participar do estudo ndo acarretard qualquer tipo de punicédo
ou prejuizo académico.

Para esclarecimento de qualquer davida, o (a) senhor (a) podera entrar em contato com 0s
pesquisadores responsaveis através dos telefones e/ou enderegos eletrénicos constantes desse termo, e,
em caso de duvidas éticas, podera recorrer ao Comité de Etica e Pesquisa — Universidade Federal de Ouro
Preto (CEP/UFOP) Campus Universitario — Morro do Cruzeiro — Centro de Convergéncia —

cep@propp.ufop.br—(31) 3559-1368. Agradecemos, desde j4, a sua colaboracao.

Agradecemos, desde ja, a sua colaboracao.

Ouro Preto, 08 de novembro de 2019.

Om & Oléb /XQ'LDL ]‘{: V\F\' Q',C\\\) X S L G:'Qm’\?‘\ (\‘\XW Ofe \’v’( A

) Prof. Dr. Dou.élas da Silva Tinti Fabricia Gomes Moreira
(pesquisador responsavel) (professora-pesquisadora)
email: tinti@ufop.edu.br email: fagomes.pnaic@gmail.com.br

Consentimento para participacdo do aluno (a) como sujeito na pesquisa: Analise de estratégias
de resolucdo de atividades, envolvendo raciocinio combinatério, enquanto dispositivo para a

formacao inicial de professores de Matematica

Eu,_ , li e entendi as informacOes e os detalhes descritos nesse documento. Autorizo a
participacdo do (a) meu (minha) filho (a), , nhesta pesquisa de acordo com oS
procedimentos descritos no corpo deste documento. Autorizo a recolha do material por ele
produzido durante as atividades desenvolvidas. Todo o material coletado, referente a meu (minha)
filho (a), podera ser guardado e utilizado na dissertacdo resultante dessa pesquisa e de outros

trabalhos decorrentes da mesma.

Itabirito, Minas Gerais de de 2020.

Assinatura do responsavel legal pelo (a) aluno (a)
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Apéndice 2 — Termo de autorizagio da escola

Termo de autoriza¢ao da escola

Prezada Profa. Licia Anunciagdo Marinho, Diretora da Escola Municipal Ana Amélia
Queiroz.

Solicitamos autorizagdo institucional para realizagdo da pesquisa intitulada
Analise de estratégias de resolugdo de atividades envolvendo raciocinio combinatorio,
enquanto dispositivo para a formagdo inicial de professores de matemdtica nesta
instituigdo de ensino pela Fabricia Gomes Moreira, aluna do Mestrado em Educagio
Matematica da Universidade Federal de Ouro Preto, sob orientagdao do Professor Dr.
Douglas da Silva Tinti. A pesquisa tem por objetivo: analisar as potencialidades e limites
da utilizagdo da andlise de estratégias de resolugdo de atividades envolvendo raciocinio
combinatorio como dispositivo para a formagao inicial de professores de matemdtica.
Para atingir tais objetivos, necessitamos desenvolver uma atividade com os alunos
regularmente matriculados no 9° ano do Ensino Fundamental no ano de 2020.

Lembramos que toda a pesquisa sera custeada pelos pesquisadores, ndo causando
Onus a esta institui¢do nem a Universidade dos pesquisadores.

Ressaltamos que os dados coletados serdo mantidos em absoluto sigilo.
Salientamos, ainda, que tais dados serdo utilizados somente para a realizagao deste estudo
ou como material para a escrita de artigos para publicagdo em revistas e periodicos. Caso
a dire¢@o deseje, por qualquer motivo, esclarecer algum aspecto do projeto e/ou das
atividades que serdo desenvolvidas no mesmo, podera entrar em contato com os
pesquisadores (cujos enderegos eletronicos e telefones estao abaixo de seus nomes) e, em
caso -de duvidas éticas, podera recorrer ao Comité de Etica e Pesquisa — Universidade
Federal de Ouro Preto (CEP/UFOP) Campus Universitario — Morro do Cruzeiro — Centro
de Convergéncia — cep@propp.ufop.br — (31) 3559-1368.

Na certeza de contarmos com a colaboragdo e empenho desta dire¢ao
agradecemos, antecipadamente, a atengdo, ficando a disposi¢do para quaisquer
esclarecimentos adicionais que se fizerem necessarios.

Itabirito, Minas Gerais, 08 de novembro de 2019.

puglen do- s Il oo, Soeoet Mogeire

Pof. Dr. Douélas da Silva Tinti Fabricia Gomes Moreira
(pesquisador responsavel) (professora-pesquisadora)
email: tinti@ufop.edu.br email: fagomes.pnaic@gmail.com.br
() Concordamos com a solicitagio ( ) Nao concordamos com a solicitagiio

’ ) )
i e / i
Jccaa }/ NUIUGCae Netinhs—
Profa. Licia Anunciag@o y(/larinho

Diretora da Escola Municipal Ana Amélia Queiroz.
Ldcia Anunciag8o Marinho
Diretora
Autorizagio N° 811150
Base Legal RESOL. CEE N°397/%4 e
RESOL; SEE N° 3995/18
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Apéndice 3 — Sequéncia de atividades sobre raciocinio combinatorio: Problemas propostos
aos alunos (na ordem em que foram apresentados)

Questdo 01) Bernardo é o técnico do time masculino de handebol da escola de Mari. Ele tem
de mandar confeccionar os uniformes do time para 0 campeonato que vai acontecer no fim do
ano. Como as cores da escola sdao azul, amarela, vermelha e branca, a empresa que vai
confeccionar os uniformes deu as seguintes op¢Oes de escolha para Bernardo: 3 cores de
camisetas (vermelho, amarelo e branco) e 2 cores de shorts (branco com lista azul e todo azul).
a) De quantas maneiras diferentes Bernardo pode montar um uniforme com uma camiseta e um
shorts?

b) Do total de possibilidades, quantos uniformes podem ser formados com uma camiseta branca?

Questédo 02) Uma sorveteria dispde de 16 sabores de sorvete que podem ser combinados com 3
caldas diferentes (morango, chocolate e caramelo). De quantas maneiras € possivel combinar

uma bola de sorvete e uma calda?

Questdo 03) Numa sala ha 4 homens e 3 mulheres. De quantos modos é possivel selecionar um

casal homem-mulher?

Questdo 04) Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A

a B e dois caminhos ligando B a C.

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?

b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar para A
novamente, passando por B?

c¢) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e depois voltar para A

sem repetir estradas e novamente passando por B?

Questdo 05) De quantos modos 3 pessoas podem se sentar em 6 cadeiras alinhadas?
Questdo 06) (Adaptado do banco de questdes da OBMEP (2011, p. 37) - Nivel 2) Seis pontos

s&o marcados ao redor de uma circunferéncia, como ilustra a figura.
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a) Quantas cordas podem ser formadas ligando dois quaisquer destes pontos? (Uma corda é um
segmento de reta ligando dois pontos sobre uma circunferéncia.)

b) Quantos triangulos podem ser formados ligando trés quaisquer destes pontos?

Questdo 07) (Adaptado do banco de questdes da OBMEP (2004) - Nivel 1) A figura mostra o
mapa de um pais (imaginario) constituido por cinco estados. Deseja-se colorir esse mapa com
as cores verde, azul e amarelo, de modo que dois estados vizinhos ndo possuam a mesma cor.

De quantas maneiras diferentes 0 mapa pode ser pintado?

Questdo 08) Quantos numeros naturais de 3 algarismos distintos existem?

Questdo 09) Quantos numeros impares podemos formar usando uma Unica vez cada um dos

algarismos 3,4, 7,8¢e 9?

Questdo 10) Cinco cavalos disputam um pareo no Jockei Clube. Quantos sdo 0s possiveis trios

para as trés primeiras colocag@es nesta corrida?

Questdo 11) Quantos numeros, de 3 algarismos distintos, podemos formar com os digitos 7, 8

e 9?

Questdo 12) (Adaptado do banco de questdes da OBMEP (2018) - Nivel 1) Um estacionamento
tem 10 vagas, uma ao lado da outra, inicialmente todas livres. Um carro preto e um carro rosa
chegam a esse estacionamento. De quantas maneiras diferentes esses carros podem ocupar duas

vagas de forma que haja pelo menos uma vaga livre entre eles?
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